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INTRODUZIONE

In questo libretto sono presentate alcune sperimentazioni realizzate in classi
“pilota” che hanno utilizzato una versione sperimentale del nuovo Sistema Integrato
TI-Nspire™CAS". TI-Nspire™CAS offre una nuova occasione per l'insegnamento-
apprendimento della matematica e, in generale, delle discipline scientifiche con
I'utilizzo delle tecnologie. TI-Nspire™'CAS & un Sistema Integrato costituito
essenzialmente da un software per computer e da un palmare, tra loro totalmente
compatibili, con il quale & possibile sviluppare contenuti e lezioni utilizzando diverse
rappresentazioni: formule, tabelle e rappresentazioni grafiche di vario tipo possono
essere create, manipolate, osservate ed esplorate separatamente o

contemporaneamente sullo stesso schermo, tutte collegate dinamicamente tra loro.

Come €& noto dai risultati della Ricerca Didattica, la costruzione della
conoscenza matematica passa attraverso la capacita di saper utilizzare differenti
registri di rappresentazione semiotica dello stesso concetto. La pluralita di registri
rappresentativi, la coordinazione fra essi e la traduzione da un registro all’altro
costituiscono un aspetto fondamentale della comprensione dei concetti matematici.
Diverse rappresentazioni dello stesso oggetto matematico possono rappresentare
contenuti differenti che si completano a vicenda. Sotto questo punto di vista TI-
Nspire™CAS pud offrire un importante contributo allo studio delle potenzialita offerte
dalle Tecnologie dell'Informazione e della Comunicazione (ICT) nella
predisposizione di percorsi didattici innovativi, nonché nella formazione iniziale di

insegnanti di scuola secondaria, che siano capaci di gestirli.

In particolare TI-Nspire™CAS, grazie alla sua possibilita di diverse
rappresentazioni dinamicamente collegate, permette allo studente di scegliere il

percorso didattico a lui piu congeniale per l'acquisizione dei diversi concetti

' TI-Nspire™CAS & un marchio registrato della Texas Instruments Inc.



matematici. Sara poi compito dell'insegnante fare in modo che lo studente sia in
grado di gestire in modo equilibrato i diversi registri di rappresentazione: simbolico,

numerico e grafico.

L’obiettivo fondamentale dei Progetti Pilota raccolti in questo libretto € quello
di fornire agli insegnanti che intendono utilizzare TI-Nspire™CAS delle attivita gia
sperimentate in classe. Si tratta di attivita che coprono sia diversi livelli delle scuole
superiori (biennio e triennio) che diverse tipologie scolastiche (Liceo Scientifico,

Istituto Tecnico).

Le diverse sperimentazioni si possono idealmente dividere in due tipologie.

e La prima riguarda un progetto di Ricerca Didattica vero e proprio che vede
coinvolti i docenti Pierangela Accomazzo del Liceo Scientifico “A. Einstein”
di Torino e Domingo Paola del Liceo Scientifico “A. Issel” di Finale Ligure ed
e coordinato dal Prof. Ferdinando Arzarello dell’Universita di Torino.

e |l secondo gruppo di sperimentazioni comprende i Progetti Pilota attuati dai
docenti Nicoletta Nolli del Liceo Scientifico “G. Aselli” di Cremona, Isabella
Soletta del Liceo Scientifico “E. Fermi” di Alghero e Silvano Rossetto

dell'lstituto Tecnico per il Turismo “G. Mazzotti” di Treviso.

Ogni insegnante potra poi adattare una (o piu) di queste sperimentazioni alla propria

realta scolastica.

Analoghe sperimentazioni sono state svolte in diversi paesi europei.
Ogni sperimentazione si € conclusa con un questionario; i risultati dei questionari
sono riportati in Appendice.



Verso un possibile quadro teorico.
Azioni pragmatiche, empiriche ed epistemiche
in TI-Nspire™CAS

Ferdinando Arzarello
Dipartimento di Matematica, Universita di Torino

1. Introduzione.

Gli strumenti hanno sempre giocato un ruolo importante nell’insegnamento — apprendimento
della matematica: essi, infatti, mettono a disposizione risorse che possono essere utilizzate
proficuamente grazie a un’attenta analisi dei limiti e delle potenzialita delle varie modalita
d’uso degli strumenti stessi.

Lo scopo di questo capitolo introduttivo ¢ di precisare un possibile quadro teorico di
riferimento per le proposte didattiche di TI-Nspire™CAS (in seguito TI-Ns) descritte nei
capitoli successivi.

Un quadro teorico ¢ necessario per affrontare consapevolmente e quindi gestire con
competenza le varie dimensioni dei processi di insegnamento che si sviluppano in ambienti
che fanno uso del computer.

Nel nostro caso sono da considerare almeno i seguenti aspetti:

a) la dimensione istituzionale e culturale in cui I’esperienza si situa: dai programmi in
quel certo tipo di scuola, alla tradizione didattica in essa esistente, al tipo di utenza,
alle competenze e credenze degli insegnanti di quella scuola relativamente alle
nuove tecnologie, alla matematica, ecc.

b) la dimensione strumentale: ad esempio le problematiche specifiche dell’uso di uno
strumento come il palmare e di un software come TI-Ns per fare matematica.

¢) ladimensione cognitiva: ¢ importante considerare come i processi di apprendimento
degli allievi siano eventualmente modificati dall’uso dello strumento TI-Ns.

d) la dimensione didattica: occorre precisare quale progetto didattico per
I’insegnamento della matematica con TI-Ns sia sensato, alla luce dei problemi e
delle costrizioni evidenziate dalle analisi condotte secondo le tre dimensioni
precedenti.

11 capitolo non intende dare risposte preconfezionate ma solo strumenti che possano aiutare
I’insegnante ad elaborare opportunamente un progetto scientifico di insegnamento per la sua
classe. Pertanto qui non si troveranno ricette ma strumenti per un’analisi scientifica dei
processi di apprendimento-insegnamento della matematica quali si sviluppano in ambienti in
cui sono presenti le nuove tecnologie (in particolare TI-Ns). Precisamente, tenendo conto
della ricerca didattica piu avanzata in questo ambito, si discuteranno i seguenti punti:

1. La Teoria Antropologica della Didattica per affrontare la dimensione di cui in a).

2. L’Ergonomia Cognitiva per affrontare la dimensione di cui in b).

3. 1l paradigma dell’embodiment e della multimodalita per affrontare la dimensione di
cui in ¢).

4. Lo Spazio di Azione, Produzione ¢ Comunicazione per affrontare la dimensione di
cui in d).



Per rendere pit comprensibile 1’esposizione illustrero i vari strumenti di analisi teorica via
via introdotti, esemplificando come essi permettono di riformulare una questione didattica
posta intuitivamente in forma piu precisa e scientificamente significativa a seconda dei
quadri teorici considerati. Sempre per fini esemplificativi, alla fine faro vedere come il nostro
quadro teorico sia utile per analizzare una specifica caratteristica dei processi degli allievi
mentre usano TI-Ns.
La questione intuitiva dalla quale parto ¢ la seguente:
(Q0) TI-Ns puo migliorare, attraverso un’opportuna progettazione didattica
I"apprendimento della matematica? Come? Quali sono i suoi maggiori punti di
forza? Quali le sue debolezze?

2 1l metodo antropologico
Tale metodo (indicato in seguito con TAD, Teoria antropologica della didattica) ¢ stato
elaborato dallo studioso francese I. Chevallard (1985, 1999) e da altri studiosi (ad esempio
M.Bosch e J. Gascon in Spagna). Esso inquadra le attivita matematiche dal punto di vista
istituzionale (la scuola, i programmi, la tradizione, ecc.). In tal senso esse possono essere
modellate come praxeologie, cioé¢ come un insieme di tecniche relative a un certo problema e
di discorsi teorici sulle tecniche. Ad esempio, il problema di determinare la tangente ad una
circonferenza per un punto ¢ legata a una precisa tecnica e a un discorso teorico che la
giustifica: si tratta di una praxeologia. Le praxeologie possono cambiare a seconda degli
strumenti che si usano: per esempio in un contesto algebrico o in un ambiente di geometria
dinamica posso avere praxeologie diverse da quelle proprie dell’ambiente geometrico
tradizionale per il problema della tangente.
Le praxeologie sono attivate attraverso la concreta manipolazione di concreti ostensivi e
I’evocazione di non ostensivi: ad esempio 1’ostensivo “a-x+by + ¢ = 0” e il concetto astratto
di “linea retta” nel piano, che sono come le due facce di una stessa medaglia. Gli ostensivi
sono particolarmente interessanti quando si usano certi software, ad es. TI-Ns. In questo caso
alcune praxeologie sono concretizzate attraverso certe azioni necessarie per attivare
specifiche funzioni matematiche del software: di solito la parte ostensiva riguarda
I’attivazione col puntatore o col dito di alcuni pulsanti. TI-Ns ¢ ricchissimo di tali ostensivi,
alcuni dei quali sono particolarmente innovativi ed intriganti (ad es. calcola, cattura dati e
altri)
Gli ostensivi hanno una doppia funzione, semiotica (sono segni di non ostensivi, che si
possono manipolare) e strumentale (cio¢ sono utilizzati per portare a termine un compito, per
risolvere un problema, ecc.). Ad es. gli ostensivi algebrici delle equazioni di secondo grado
sono segni del registro algebrico che vanno trasformati secondo certe regole, ma tali
trasformazioni sono eseguite al fine di risolvere un problema. Il valore semiotico e
strumentale degli ostensivi dipende dalle pratiche del sistema istituzionale in cui sono
attivate. Gli oggetti non ostensivi esistono di conseguenza in virtu delle manipolazioni
all’interno di specifiche organizzazioni praxeologiche.
All’interno della TAD la questione QO diventa percio:
Q1. Come cambiano le praxeologie nella classe con I'introduzione di TI-Ns?

Questi cambiamenti (se esistono) aiutano (o rallentano) I'apprendimento matematico

degli studenti?



2. L’ergonomia cognitiva

P. Rabardel (1995) ed altri (si vedano: Verillon & Rabardel, 1995) introducono ed elaborano
il concetto di Genesi strumentale nel campo dell’ergonomia cognitiva, per descrivere il
processo secondo cui un artefatto (ad es. un insieme assemblato di pezzi di metallo oppure
un software) diventa uno strumento (ad es. un compasso, TI-Ns): il soggetto si impadronisce
in modi vari dei sui schemi d’uso. In particolare il cosiddetto “approccio strumentale” (Guin
& Trouche, 2002) si propone di studiare le modalita di integrazione delle tecnologie
dell’informazione e della comunicazione nei processi di insegnamento — apprendimento. La
genesi strumentale ha due direzioni: una verso il soggetto, 1’altra verso la realta esterna.
Secondo la prima direzione 1’artefatto va integrato all’interno delle proprie strutture
cognitive, il che richiede un adattamento: Rabardel e Verillon chiamano Strumentazione
(Instrumentation) questo tipo di costruzione (imparo ad usare il compasso, TI-Ns). La
seconda direzione riguarda 1’adattamento che il soggetto fa dell’artefatto per risolvere
problemi vari (ad es. il compasso per riportare misure, TI-Ns per modellizzare una certa
situazione  matematica). Rabardel e Verillon chiamano  Strumentalizzazione
(Instrumentalisation) questo processo.

Proprieta

geometriche

TRASCINAMENTO ‘

Invarianti

percettivi

Fig. 1

Quando si impara a utilizzare una determinata tecnologia si mettono in opera una serie di
azioni, orientate a diventare esperti nel maneggiare lo strumento, che vengono dette
pragmatiche (Inhelder e Cellérier, 1992). Vi sono pero, altre azioni e trasformazioni operate
sullo strumento che hanno come obiettivo quello di conseguire conoscenze relativamente
all’ambiente in cui lo strumento ¢ utilizzato (per esempio nel caso di strumenti di misura) o
all’ambiente messo a disposizione dallo strumento (per esempio nel caso di software che



mettono a disposizione dell’utente domini di conoscenza). Questo tipo di interazioni sono
dette epistemiche. Ad es. il compasso puo essere usato per disegnare una circonferenza di
diametro assegnato oppure per vedere sul portolano qual ¢ la distanza in miglia tra Piombino
e Giannutri. Analogamente, gli studenti possono raffinare le loro azioni strumentate con TI-
Ns per produrre un insieme di dati pit uniforme mentre usano la funzione cattura dati di
un’animazione oppure possono usare il cattura dati per esplorare le relazioni tra i lati e gli
angoli di un triangolo che soddisfa certe proprieta.
Ogni attivitd di genesi strumentale comporta azioni sia di carattere pragmatico, sia di
carattere epistemico: anche quelle che in genere interessano le attivita didattiche e che hanno
come obiettivo 1’acquisizione di conoscenze e competenze, richiedono inevitabilmente fasi di
tipo pragmatico, necessarie a diventare abili nell’uso della tecnologia e fasi di tipo
epistemico, per risolvere un problema. Per esempio, nell’uso di un software di geometria
dinamica, come suggerisce la figura 1, le azioni pragmatiche consistono nel diventare esperti
nell’uso dei comandi de menu, per esempio nella capacita di trascinare gli oggetti geometrici.
Cio porta a osservare modificazioni di figure sullo schermo e, grazie a un’attenzione
specificamente educata, a percepire anche che qualcosa non varia. L’azione del
trascinamento media quindi tra il concetto matematico di “proprietd invariante” e le
percezioni di qualcosa che non cambia durante il trascinamento. L’azione ¢ quindi anche
epistemica, tesa cio¢ al conseguimento di conoscenze matematiche significative, in questo
caso il concetto di invariante. L artefatto diventa uno strumento in seguito all’appropriazione
dello schema d’uso del trascinamento, orientato all’acquisizione del concetto di invariante: la
genesi strumentale ¢ dunque compiuta.
Quanto ora detto porta a comprendere che, nei processi di costruzione di conoscenza e di
significato, lo strumento agisce come mediatore fra soggetto che apprende e oggetto di
studio. Lo studio di tali processi deve quindi prendere in considerazione non solo le relazioni
soggetto — oggetto, ma anche le interazioni soggetto — strumento, strumento — oggetto e,
inoltre, I’interazione tra soggetto ¢ oggetto mediata dallo strumento.
Riformulando QO secondo I’approccio strumentale, otteniamo:
P2. Quali sono le specificita delle azioni strumentate in TI-Ns?

Quali azioni aiutano e quali bloccano i processi di apprendimento  degli

studenti?
Ovvero come sono gli aspetti di Strumentazione/Strumentalizzazione in TI-Ns? Quale
rapporto tra azioni epistemiche e pragmatiche? In che modo le azioni strumentate attivate
sono in grado di supportare o bloccare 1’apprendimento degli studenti?

3. Embodiment e multimodalita

Molti libri di testo di matematica hanno come riferimento un allievo tutto “testa”, come

descritto polemicamente nel seguente passo di Maria Montessori:
“Quando si discute di sviluppo mentale, ci sono molti che dicono: «Che cosa
c’entra il movimento? Stiamo parlando della mente». E quando pensiamo
all’attivita intellettiva immaginiamo sempre persone sedute, immobili senza
movimento. Ma lo sviluppo mentale deve essere connesso al movimento e
dipendente da questo. E vitale che la teoria ¢ la pratica educativa si debbano
conformare a questa idea.” (Montessori, 1952)

Studi vari sviluppatisi in questi ultimi anni convergono invece, sia pure con una varieta di

punti di vista non tutti coerenti tra di loro, verso il cosiddetto paradigma dell’embodiment (si
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veda Wilson, 2000 e Arzarello, 2006). Esso costituisce una svolta rispetto al paradigma della
scienza cognitiva, che riduceva tutto il pensiero a processi di natura simbolica e considerava
la mente umana essenzialmente come un processore simbolico (Newell & Simon, 1972). Gli
studi sulla cognizione e sull’apprendimento si sono spostati da un punto di vista che
enfatizzava gli aspetti astratti del pensiero, governati da regole formali, non biologici e
indipendenti dai fattori culturali a una visione che vede la mente situata nel contesto,
decentralizzata, orientata all’azione, olistica, dipendente dalla cultura, legata profondamente
a principi di natura biologica. Le parole chiave di questo nuovo paradigma sono: “situato”,
“distribuito”, “sociale” e, appunto, “embodied”. Essi derivano da studi che spaziano dalle
scienze cognitive, all’antropologia, alla linguistica, alla psicologia evolutiva alle
neuroscienze e che analizzano i processi cognitivi sia nella vita di tutti i giorni sia nelle
pratiche scientifiche e professionali (Hutchins, 1995; Lave, 1988; Maturana & Varela, 1987,
Suchman, 1987; Varela, Thompson & Rosch, 1991).

Il punto fondamentale ¢ che il comportamento intelligente ¢ una manifestazione dei corpi
biologici che agiscono nel loro ambiente materiale e culturale, modificandolo a loro volta.
Tale modo di vedere sottolinea aspetti dell’apprendimento, in particolare in matematica, che
né la ricerca né la pratica educativa, anche le piu avanzate, avevano finora considerato. Ad
esempio, anche quanti sottolineano la necessita di un apprendimento fortemente centrato
sugli aspetti intuitivi piuttosto che sulla manipolazione simbolica rimangono estranei ad una
concezione della cognizione umana come embodied. Al piu si limitano a sottolineare come
I’apprendimento sia frutto essenziale dell’azione di chi apprende e non avvenga per pura
trasmissione del sapere.

Al contrario, I’apprendimento pud avere una connotazione profondamente percettivo-
motoria, in particolare quando si interagisce con strumenti, ad es. un computer. Risulta che
esso avviene secondo canoni multimodali.

La nozione di multimodalita si ¢ sviluppata proprio all’interno del paradigma
dell’embodiment in questi ultimi anni. Come dice Seitz (2000) i confini tra percezione,
azione e cognizione diventano porosi. Le nostre prestazioni cognitive vanno quindi
inquadrate all’interno di un quadro multimodale che tenga conto di tutte questi aspetti e non
solo di quelli piu classicamente concettuali (un libro italiano scritto in quest’ordine di idee &
Rizzolatti & Sinigaglia, 2006).

L’attivita strumentata in ambienti tecnologici ¢ multimodale per eccellenza, in particolare
quando gli studenti lavorano a coppie o a piccoli gruppi intorno a un computer. In tali casi
sia gli studenti sia I’insegnante usano una varieta molto ampia di registri per pensare e per
comunicare il loro pensiero: verbali, gestuali, grafici, ecc. Tutte queste componenti
intervengono attivamente nei processi di apprendimento. In particolare TI-Ns amplifica la
multimodalita delle risorse semiotiche usate per la sua specificita multirappresentazionale.

Il nuovo paradigma quindi non rimette solo in discussione 1’ipotesi computazionale delle
scienze cognitive ma anche la distinzione tradizionale tra aspetti astratti ed intuitivi
nell’apprendimento della matematica.

Come dice Nemirovsky (2005), 1’attivita matematica si rivela come una forma di
“abitazione” di certi luoghi simbolici con il discorso, le azioni, i gesti, le percezioni, i
movimenti degli occhi, ecc. all’interno di pratiche culturali condivise a livelli diversi di
socializzazione (dal gruppo classe all’istituzione scolastica nazionale o addirittura
sovranazionale). Essa ¢ cio¢ profondamente embodied in pratiche culturali che coinvolgono
il fare, il toccare, il guardare, ecc.. Inoltre non esiste una gerarchia tra questi aspetti e quelli
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piu propriamente astratti. Essi convivono appunto secondo un canone multimodale. Cio ¢
confermato da recenti risultati in campo neurologico. Ad esempio Gallese & Lakoff (2005,
p.456), neurologo 1’uno, linguista 1’altro, scrivono:
“la conoscenza concettuale ¢ embodied, cioé¢ ¢ mappata nel nostro sistema senso-
motorio...questo non solo fornisce la struttura al contenuto concettuale, ma
caratterizza il contenuto semantico dei concetti conformemente al modo con cui noi
funzioniamo nel mondo col nostro corpo.”
Il paradigma della multimodalita risulta particolarmente utile studiando le interazioni allievi-
macchina (o software). Qui ¢ interessante ritrovare nell’uso di strumenti didattici (ad es. il
palmare TI-Ns) pratiche socialmente condivise che provengono dall’esterno e che permeano
la vita dei nostri giovani allievi (1’'uso degli sms, dell’i-pod, ecc.).
In questo quadro QO puo essere formulata cosi:
Q3. In che misura TI-Ns modifica gli usuali comportamenti multimodali degli studenti?

4. Lo spazio di azione, produzione e comunicazione
A questo quadro teorico piuttosto complesso e composito, che abbiamo cercato di riassumere
in poche battute, il gruppo di ricerca da me diretto' ha portato alcuni contributi tesi a mettere
in evidenza determinati aspetti che ci sembrano molto importanti nell’analisi di attivita
didattiche realizzate con 1’'uso delle nuove tecnologie. Per descrivere i processi di
apprendimento in modo da rendere palpabili tutte le componenti che 1’analisi secondo le tre
dimensioni discusse sopra evidenzia, occorre un modello in cui gli aspetti istituzionali,
strumentali, percettivo-motori, multimodali, ecc. trovino tutti il loro posto. I modelli oggi
esistenti sul mercato trascurano alcuni di questi aspetti.. Ad esempio si basano sul triangolo
didattico allievo-insegnante-sapere, che lascia in ombra alcuni dei processi che qui stiamo
considerando. Si ¢ cosi elaborato un modello che permette di farli entrare a pieno titolo quali
componenti essenziali dell’apprendimento in matematica. Esso non si pone in alternativa ma
piuttosto come complemento ai modelli correnti.
11 punto di partenza ¢ che un’analisi didattica approfondita non puo limitarsi a considerare le
sole risorse semiotiche classiche messe a disposizione dal software o, attraverso esse, in
qualche modo attivate dai soggetti: quindi, non solo rappresentazioni scritte, discorsi,
simboli, ma anche gesti, sguardi, secondo il paradigma della multimodalita. Per studiare
concretamente i processi di apprendimento, occorre un modello in cui si considerino
attentamente:

1. le azioni che gli allievi compiono (ad esempio i gesti, gli sguardi,...);

2. leloro produzioni (verbali, grafiche, simboliche, strumentali...);

3. le loro pratiche di comunicazione (ad esempio le interazioni con gli altri allievi, con

I’insegnante, con gli strumenti).

Per questo ho dato il nome di Spazio di azione, produzione, comunicazione a tale modello
(Spazio APC), schematizzato nella figura 2.

" 11 Nucleo di Ricerca Didattica del Dipartimento di Matematica dell’Universita di Torino; vi
fanno parte, per quanto riguarda la ricerca su TI-Nspire: Pierangela Accomazzo, Luciana
Bazzini, Francesca Ferrara, Domingo Paola, Ornella Robutti, Cristina Sabena, Ada Sargenti
oltre ad alcuni laureandi della laurea specialistica in matematica dell’Universita di Torino.
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Risorse
I semiotiche

Significati

scientifici

Fig. 2

Lo spazio APC ¢ un ambiente per la cognizione che si sviluppa ed ¢ condiviso nella classe
tra studenti che lavorano insieme. Va inteso come una struttura che si sviluppa
dinamicamente, come un tutto le cui componenti 1-3 sono integrate fra di loro. Esse
coinvolgono profondamente il corpo dei soggetti (studenti e insegnanti), il mondo fisico che
li circonda, ad esempio gli strumenti, ’ambiente culturale in cui sono immersi come
comunita classe e come singoli. In altre parole: gli studenti e I’insegnante con il contesto in
cui agiscono, apprendono o insegnano. Quando gli studenti apprendono la matematica, tali
elementi (ma anche altri, ad esempio gli aspetti emotivi) sono tutti attivi e interagiscono
reciprocamente. L’interazione risulta dal lavoro degli studenti, dalla mediazione
dell’insegnante, dall’uso degli artefatti, e cosi via.

Le tre lettere A, P, C illustrano le sue caratteristiche dinamiche, vale a dire il fatto che tre
componenti principali caratterizzano [’apprendimento della matematica: le azioni e
interazioni degli studenti (nella situazione in questione, con i loro compagni, con
I’insegnante, fra se stessi, con gli strumenti), le loro produzioni (ad esempio, rispondere a
una domanda, porre altre domande, e cosi via) e gli aspetti di comunicazione (ad esempio,
quando la soluzione scoperta viene comunicata a un compagno o all’insegnante, usando
rappresentazioni opportune). Ecco una definizione di spazio APC: uno spazio APC é il
sistema unitario delle tre principali componenti elencate sopra, amalgamate in un unita che
evolve dinamicamente all’interno di una situazione di apprendimento in classe, grazie
all’azione e alla mediazione dell’insegnante che orchestra in modo opportuno la loro
integrazione. 11 sistema non ¢ attivo immediatamente, né esiste solo perché le componenti
sono presenti in classe. Infatti lo Spazio APC ¢ un tipico sistema complesso che non si puod
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descrivere in modo lineare come risultato della semplice combinazione. Come tale, ¢ un
prodotto dell’azione di amalgama (mediazione) dell’insegnante che guida I’integrazione
delle componenti. Negli ambienti tecnologici la mediazione fa un uso consapevole di tali
strumenti, con particolare attenzione alle dimensioni praxeologiche, strumentali e
multimodali che ’ambiente tecnologico puo produrre e supportare. Un esempio di Spazio
APC si puo avere in ambienti in cui gli studenti utilizzano strumenti informatici lavorando in
piccoli gruppi. Altri esempi si trovano in Arzarello (2006). Lo Spazio APC da dignita
scientifica a tutta una serie di pratiche didattiche effettivamente attuate nelle classi dagli
insegnanti nel loro lavoro quotidiano ma finora non considerate dalla didattica della
matematica.

Lo Spazio APC va esaminato con una grana temporale fine: si tratta di analizzare processi
che avvengono spesso nella classe in tempi molto brevi (dell’ordine dei secondi e dei
microsecondi). Per questo ¢ utile filmare quanto succede in classe. Ma nello stesso tempo
occorre considerare come i dati risultanti da questa analisi fine si intreccino tra di loro
nell’arco di tempi piu grandi e quindi occorre anche una grana temporale piu grossa, che fa
riferimento alla storia della classe.

5. Prime ipotesi sugli effetti di TI-Nspire

Usando il modello APC I tre problemi Q1, Q2, Q3 possono essere elaborati e studiati in un

quadro unitario e si possono formulare alcune prime ipotesi di lavoro. Le riporto qui perché i

colleghi interessati le considerino criticamente. Sara interessante vedere se esse possono

portare a risposte scientificamente validate. Eccole in sintesi:

(i) E necessaria una struttura triadica per descrivere opportunamente le strategie di
apprendimento degli allievi che usano TI-Ns: epistemica, quasi-empirica, pragmatica.
Una conseguenza ¢ la produzione di nuove praxeologie, che supportano positivamente i
processi di apprendimento degli allievi. La nuova struttura supporta ritmi diversi nelle
modalita risolutive dei problemi, a confronto con quelli propri di altri software. Anche
questo ha un effetto positivo sull’apprendimento.

(i) TI-Ns supporta azioni strumentate specifiche, che indirizzano gli studenti verso un uso
sensato dei simboli; cioé le nuove praxeologie sono introdotte attraverso specifiche
azioni strumentate che supportano positivamente il trattamento e la conversione di
simboli in matematica.

Possiamo cosi dare le seguenti risposte alle tre questioni Q1, Q2, Q3:

A Ql. Nuove praxeologie entrano in classe per le nuove specifiche azioni strumentate
supportate da TI-Ns. Alcune di queste hanno conseguenze positive sui processi di
apprendimento degli studenti e sul loro atteggiamento rispetto alla matematica.

A Q2. Le piu importanti novita tra le azioni strumentate supportate da TI-Ns riguardano la
specificita della transizione agli aspetti teorici della matematica, alle pratiche di
modellizzazione di situazioni e fenomeni e a un ‘introduzione sensata’ all’uso dei simboli.

' La parola sensato & qui usata con tre significati ¢ cio¢: (i) ragionevole (rispetto alle

condizioni al contorno della classe); (ii) legato alla percezione e alle esperienze senso-
motorie; (iii) governato dall’intelletto e quindi da una teoria (i significati (ii) e (iii) sono
presenti nell’espressione galileiana “sensate esperienze”). Si veda la discussione nel sito di
D.Paola, http://www.matematica.it/paola/Cors0%20di%20matematica.htm (uno degli
insegnanti sperimentatori in questa ricerca).
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A Q3. TI-Ns sembra modificare i ritmi dei comportamenti multimodali degli studenti rispetto
a quelli prodotti con altri software interattivi. Cio evidenzia una notevole somiglianza di
TI-Ns con varie nuove Infrastrutture Rappresentazionali usate oggi nella nostra societad
tecnologica. Ad es. i comportamenti con TI-Ns hanno analogie con le abitudini dei giovani
di “surfare” simultaneamente tra diversi apparati tecnologici per brevi intervalli di
tempo. Tali comportamenti si differenziano dalle vecchie modalita operative con gli
strumenti tecnologici, che vedeva modalita operative sequenziali e per periodi di tempo
piix lunghi’.

In generale, 1’'uso di TI-Ns nella classe richiede uno sforzo iniziale maggiore da parte degli
studenti (¢ un software molto sofisticato), ma, come risulta dai questionari distribuiti a fine
corso, lo sforzo ¢ accettato volentieri dalla maggior parte degli studenti. I motivi sembrano
essere duplici: trovano che TI-Ns li aiuta molto di piu degli altri software nel fare
matematica; lo trovano consonante con le loro pratiche tecnologiche (telefonini, i-pod, ecc.)
non scolastiche.

Per motivi di spazio accennero al significato delle risposte a Q1, Q2, Q3 solo relativamente

al punto (i).

6. Le azioni quasi-empiriche di TI1-Nspire

Per descrivere appropriatamente le azioni strumentate di TI-Ns abbiamo raffinato la struttura
diadica che distingue tra azioni pragmatiche ed epistemiche distinguendo queste ultime in
azioni quasi empiriche ed epistemiche vere e proprie. Cerchero di spiegarmi con un esempio.
Consideriamo un’attivita in cui un problema, ad es. geometrico, viene risolto usando una
raccolta dati su foglio elettronico tramite animazione e poi si utilizza uno scattered plot per
rappresentare 1 dati graficamente al fine di studiare il modello matematico della situazione
considerata. Le azioni strumentate che vengono fatte da allievi che padroneggiano lo
strumento TI-Ns per ottenere cio sono tutte di natura epistemica; ma la loro natura, specifica
di TI-Ns le distingue da tutte quelle che si riscontrano in altri software. Infatti in TI-Ns la
raccolta dei dati ¢ molto simile a quanto si fa nelle scienze sperimentali, quando si collega un
sensore a un computer. Si sono individuate una o piu grandezze da misurare per studiare un
fenomeno nel tempo (ad es. lo spazio percorso e la velocita di un cilindro che rotola su di un
piano inclinato). In TI-Ns la grandezza tempo ¢ ottenuta tipicamente col “trucco” della
sequenza dei primi numeri naturali nella prima colonna del foglio elettronico (un contatore
come si dice in informatica) che permettono di raccogliere i valori delle grandezze mentre
queste variano. Cio¢ in TI-Ns si dispone di un dispositivo convenzionale per rendere
esplicita la variabile tempo nell’animazione. Questa procedura ¢ simile a quanto fece Newton
introducendo la nozione di “tempo scientifico”, distinguendola dalla nozione di tempo su cui
centinaia di filosofi avevano speculato in passato (e avrebbero discettato in futuro) piu o
meno felicemente: considerare una variabile che fluisce uniformemente e ad essa riferire il
fluire delle altre grandezze. Per questo chiamo trucco di Newton questa procedura.
Naturalmente le sue sottigliezze non sono esplicite per gli studenti; essa risulta come pratica
acquisita dalle azioni strumentate di TI-Ns: gli studenti trovano naturale il trucco di Newton
perché funziona. E da osservare che in un software come Cabri sarebbe molto piti complicato
per non dire impossibile ottenere un procedimento analogo. TI-Ns permette di esplicitare la
variabile tempo propria delle esplorazioni nel mondo matematico. Cio le rende

! Tali modalita sono descritte molto efficacemente in Baricco (2006).
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metodologicamente ed operativamente simili alle sensate esperienze di cui parlava Galilei.
Inoltre la procedura di tale indagine ¢ scandita operativamente da una serie di azioni (scelta
delle variabili, progettazione dell’esperimento, raccolta dei dati, loro elaborazione in un
modello matematico) che sono strumentate in precisi ostensivi di TI-Ns (dare un nome alle
variabili, trascinare o animare, catturare i dati, usare la funzione scattered plot e i suoi
successivi aggiustamenti o quella di regressione).

In altri software, anche i piu interattivi come Cabri, ci0 non ¢ possibile per due motivi
importanti: (i) non ¢ possibile esplicitare la variabile tempo propria dell’ambiente
matematico in cui avvengono le esplorazioni né con il “trucco di Newton” né con altri
metodi; (ii) i dati possono essere indirettamente raccolti solo con le funzioni /uogo o traccia,
cio¢ cortocircuitando gli aspetti numerici. Cid rende impossibile la corrispondenza,
strumentale e metodologica, tra il mondo di TI-Ns e i metodi delle scienze empiriche. In tal
senso TI-Ns introduce una nuova dimensione metodologica nell’apprendimento della
matematica. Tale metodologia non consente solo di fare esplorazioni (questo avviene in
molti altri software) ma trasforma 1’ambiente matematico in cui esse avvengono in un
ambiente empirico in cui le esplorazioni diventano esperimenti sviluppati secondo i precisi
protocolli delle azioni strumentate di TI-Ns. Da un lato tale metodologia ¢ empirica, ma
dall’altro essa riguarda oggetti matematici e non quantita fisiche; quindi ¢ sensato darle il
nome di quasi-empirica (la terminologia, non a caso, riecheggia Imre Lakatos).

Le azioni quasi-empiriche che TI-Ns permette sembrano avere importanti conseguenze
nel’apprendimento. Tipicamente esse colmano il salto tra gli aspetti percettivi e quelli teorici.
Il passaggio ¢ segnato da diverse modalita con cui si struttura il rapporto tra il soggetto e
I’ambiente in cui avvengono le esplorazioni (ad es. gli ostensivi sullo schermo). Si passa in
genere da una modalita ascendente, in cui il soggetto cerca ispirazione e suggerimenti
dall’ambiente facendo prove e tentativi spesso alla cieca (si tratta di induzioni empiriche di
solito), a una modalita discendente, quando il soggetto ha una qualche congettura in mente e
ne cerca la conferma o meno facendo prove mirate nell’ambiente matematico (si tratta di
solito di deduzioni locali). In genere il cambiamento di modalita ¢ segnato logicamente dalla
produzione di un’abduzione. La terminologia ¢ da Pierce. Lo spazio non mi permette di dare
ulteriori dettagli: il lettore interessato trovera ampie spiegazioni in Arzarello & Robutti
(2002, cap. 1), in Arzarello (2007) e in Arzarello & Paola (2007).
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Funzioni: andamento globale e comportamento locale

Pierangela Accomazzo
Classe IV A PNI
Liceo scientifico ‘A. Einstein’ - Torino

Abstract. Viene riportata un’esperienza di lavoro svolta in una IV Liceo Scientifico su
temi di approccio all’Analisi. Dai risultati pare confermata I’ipotesi che indica in TI-
Nspire uno strumento forte che supporta le congetture e I’indagine secondo diversi
registri rappresentativi, favorendo quelle attivita di esplorazione e di riflessione che
sono alla base della comprensione dei concetti matematici.

1. Premessa: la classe, gli studenti, gli obiettivi dell’insegnante, la metodologia di lavoro

La IV A PNI ¢ composta da 25 studenti, 7 ragazze e 18 ragazzi. Li conosco e lavoro con loro
sin dalla classe prima: nel corso A del nostro Istituto si & scelto di separare gli insegnamenti
sperimentali di Matematica e di Fisica e di mantenere la continuita di insegnamento delle due
discipline per tutto il quinquennio. So che la maggior parte di essi ha interesse per le materie
scientifiche; sono per lo piu alunni bravi, intelligenti, ma ‘ribelli’ nei confronti della routine
scolastica. E molto difficile smuoverli se decidono che non vale la pena di spendere tempo
per acquisire una tecnica di cui non vedano una motivazione. Il gruppo classe ¢ forte, e si
pone in modo dialettico con gli insegnanti: non accetta (o accetta con la logica del ‘minimo
sforzo — massimo rendimento’) cio che viene proposto se non lo ritiene significativo. Sono
avvezzi all’uso di strumenti informatici, per le attivita di laboratorio scolastico e per pratiche
individuali; conoscono abbastanza bene, per averle usate negli anni precedenti, le calcolatrici
TI-89.

Come insegnante ho un certo credito presso di loro; tuttavia devo conquistarmi sul campo,
ogni giorno, il loro interesse, la loro attenzione ed il loro impegno. Non c¢’¢ nulla che possa
dare per scontato: se ritengono che una proposta di lavoro sia poco convincente la scartano
senza troppi problemi.

In questo ambiente ricco di potenzialita, ma di non facile gestione, ho deciso di inserire la
sperimentazione con .

In accordo con il gruppo di lavoro coordinato dal prof. Arzarello ho progettato un intervento
didattico centrato sul concetto di funzione, con I’intento di raggiungere con gli allievi i
seguenti obiettivi specifici:

a) Organizzare ed interpretare fenomeni apparentemente diversi che si possono riferire
ai concetti di variazione, rapidita di variazione, approssimazione locale di una
funzione; riconoscerli e unificarli e quindi formalizzarli. Acquisire strumenti tecnici
per trattare matematicamente le questioni connesse con tali problemi.

b) Far evolvere il concetto di funzione, sia espandendo le modalita di indagine su
funzioni note (affiancare ad uno studio di tipo globale uno studio di tipo locale,
operando con gli strumenti tecnici propri dell’Analisi), sia con I’introduzione di
nuovi tipi di funzioni, come la funzione pendenza e la funzione area.

¢) Consolidare ed ampliare la capacita di utilizzare le funzioni come strumenti di
modellizzazione in contesti diversi.
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Ho previsto un’attivita articolata in due momenti.

Prima fase: Novembre 2006 — gennaio 2007.
Gli alunni hanno preso confidenza con il software attraverso

® Lo studio di problemi geometrici connessi con progressioni aritmetiche e geometriche
®* L’introduzione allo studio di funzioni esponenziali e logaritmiche

® La costruzione di nuove funzioni, con un approccio di carattere globale, a partire da
funzioni note. Si sono formulate ipotesi sul comportamenti di determinate funzioni di cui si
conosceva la formula algebrica e sono stati prodotti grafici qualitativi di funzioni ottenute
con operazioni algebriche, con composizione di funzioni, con trasformazioni geometriche.
Si sono poste le basi per il ricorso al modello numerico degli ordini di grandezza, con il suo
vocabolario e le sue regole operative vicine all’intuizione.

Si ¢ fatto uso di funzioni note per modellizzare situazioni problematiche e sono stati risolti
problemi di massimo ¢ minimo.

Seconda fase: da Febbraio a Maggio 2007.
Attraverso le risorse degli ambienti integrati di sono stati affrontati i seguenti argomenti:

e Il concetto di approssimazione lineare di una funzione in un suo punto. La retta
tangente al grafico della funzione nel punto. La pendenza della retta tangente. Il
passaggio dal calcolo algebrico con i numeri reali al calcolo con gli ordini di grandezza
e le ‘regole di Leibniz’. 1l concetto di numero derivato. La formalizzazione del concetto
di numero derivato: equazione della tangente al grafico di una funzione in un punto su
alcune classi di funzioni (funzioni polinomiali, razionali fratte). Variazioni della
pendenza della retta tangente: la funzione derivata.

e Lafunzione y =a" e la sua funzione derivata. Le caratteristiche della funzione y =e”.

Il gruppo di ricerca ha deciso di effettuare la sperimentazione con il solo software su PC,
senza che gli allievi disponessero del palmare; si ¢ attrezzato quindi il Laboratorio di
Informatica del Liceo ‘Einstein’ con 15 postazioni in rete su cui era caricato il programma ;
ciascun allievo ha inoltre avuto a disposizione una copia del software da caricare sul proprio
computer di casa. L’attivita di ricerca ha avuto luogo, quindi, per lo piu nel Laboratorio di
Informatica; i momenti di discussione e di istituzionalizzazione sono stati condotti in classe,
avendo io a disposizione un proiettore connesso ad un PC portatile dotato di Power Point e
di TI-Nspire.

La metodologia di lavoro che ¢ stata proposta agli allievi, in continuita con le loro esperienze
precedenti, si ¢ basata in buona parte sul Laboratorio, inteso secondo ’accezione precisata
dai documenti UMI di Matematica 2001 e Matematica 2003.

Ogni sessione di lavoro aveva inizio in classe: veniva dato agli allievi un foglio con il testo di
un problema di cui si chiedeva una lettura individuale. Seguiva, scaturita dall’esigenza degli
allievi, una breve discussione collettiva in cui i ragazzi si chiarivano vicendevolmente i
termini della consegna e proponevano primi approcci alla soluzione del problema; in questo
ambito il mio intervento era mirato essenzialmente a definire i termini della consegna ed a
facilitare la comunicazione tra gli allievi.
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I ragazzi scendevano quindi in laboratorio di Informatica e si disponevano a coppie (ho
lasciato che i gruppi di lavoro si formassero spontaneamente); ciascuno trovava, sulla sua
postazione di lavoro, un file in in cui erano formulate domande ed erano gia predisposti gli
ambienti di lavoro in cui gli allievi avrebbero dovuto affrontare il problema.

< andamento o fangente a*x.tns - TINspire CAS
Fie Modfica Vieusleza [nserisci Strument 7

UEHEHDS 90 ¥ 5 0% e we- [{] es 0 of
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Studia la funzlone y=a*x al varlare del parametro a.
In particolare, indiidua
* Damirig
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* Monotonia (cresce/decresce)

* Intersezione con gli

* Andamento agli estremi del dominio (per x positivo molto grande, per x negative,
con valore assoluto molto grande)
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fig.1

La consegna richiedeva che gli allievi esplorassero il problema con e documentassero la loro
ricerca con le videate dei vari ambienti utilizzati accompagnate da una descrizione verbale
della soluzione digitata nel Notes. In alcune situazioni ¢ stato richiesto ai gruppi di produrre
un documento cartaceo da affiancare al file.

Al termine del loro lavoro l’insegnante raccoglieva i file di ciascun gruppo. Analoga
procedura veniva applicata per i compiti a casa (individuali): gli studenti svolgevano gli
esercizi e inviavano all’insegnante i file del loro lavoro per e-mail.

Ciascun tema affrontato si concludeva con una discussione finale in classe che, prendendo
spunto dai lavori degli allievi, ricostruiva la storia della ricerca, evidenziava i punti da
chiarire, riformulava i nodi concettuali affrontati ed infine istituzionalizzava il nuovo sapere,
facendo riferimento, se possibile, al libro di testo in uso.

Il tempo dedicato in classe all’attivita sperimentale puo essere valutato in un buon 30% del
monte ore curricolare (5 moduli settimanali di 55°), con una sistematicita maggiore
nell’impegno della seconda fase (Febbraio — Maggio); si pud ipotizzare che, nel corso
dell’anno, ogni studente abbia mediamente utilizzato il programma a casa per 40 ore.
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2. Attivita in classe: Algebra di funzioni

Presenterd ora una parte dell’attivita relativa all’Algebra di funzioni; dal punto di vista
didattico lo scopo era quello di portare gli studenti a

® accrescere la conoscenza sulle funzioni sinusoidali, con i grafici di secante e cotangente

® imparare a valutare 1’andamento globale di una funzione a partire dalla sua
composizione algebrica

® percepire la necessita dell’ampliamento dell’insieme dei numeri Reali con I’insieme
degli Ordini di grandezza assoluti' (insieme costituito da tre categorie di numeri: i
molto piccoli, 1 normali, 1 molto grandi) e delle regole operative di Leibniz.

Sappiamo che dell’andamento di una funzione y = f{x) si pud avere una percezione globale
(grafico, formula) e/o locale (coordinate punto per punto). In questa situazione ho scelto di
far esplorare con il mouse punto per punto la funzione y = 1/f(x), confrontandola con la
funzione di partenza.

La consegna era la seguente: gli allievi dovevano far disegnare dal software il grafico della
funzione di y=f(x), ma non il grafico della funzione reciproca. Dovevano puntare
I’attenzione su un punto P del grafico di y =f{x), far ricavare dal software le coordinate
(xp, flxp)) e far calcolare sempre dal software il reciproco dell’ordinata; riportare quindi sul
piano cartesiano il punto (xp, 1/f(xp)) e valutare la sua posizione rispetto al punto
corrispondente della funzione di partenza. Muovendo il punto (xp, f{xp)) potevano valutare le
posizioni assunte dal corrispondente punto (xp, 1/f(xp)). Al temine delle esplorazioni grafiche
dovevano riassumere le loro conoscenze disegnando manualmente, sulla scheda cartacea, il
grafico presunto di y = 1/f(x); dopo la consegna della scheda potevano far disegnare lo stesso
grafico da per verificare le loro congetture. Dall’esplorazione locale gli allievi dovevano

individuare gli invarianti che legano il grafico di y = f(x) al grafico della funzione reciproca;
in particolare fissare 1’attenzione sulle caratteristiche di dominio, monotonia, zeri, segni, ma
anche di comportamenti in un intorno di zero e in un intorno di infinito (che succede di 1/f(x)
quando f{(x) ¢ molto grande? Che succede quando f{(x) ¢ vicina a zero?).

L’idea ¢ che nel valutare puntualmente la funzione di partenza e la sua reciproca ¢ come se di
1/f(x) si costruisse una traccia; tuttavia la traccia delle diverse posizioni assunte dal punto
non compare fisicamente sullo schermo, ma deve essere vista con gli ‘occhi della mente’. 11
video restituisce solo un punto di 1/f{x), costruito accanto al corrispondente punto di f{x) con
la medesima ascissa.

11 foglio di lavoro, in Grafici e geometria ¢ molto semplice da costruire ma ¢ del tutto
generale. Una volta esplorata una funzione (ad es. y = sin(x) e y = 1/sin(x)) si puo cambiare la
formula di f1(x) ripetere 1’esperimento con un’altra funzione.

I miei allievi hanno provato con y = sin(x) e poi con y = tan(x): ¢ stato molto interessante il
passaggio dal reciproco di una funzione continua al reciproco di una discontinua.

'A. Deledicq & F. Casiro: Apprivoiser linfini, 1997, ACL-Editions, Paris IREM de
Picardie: Analyse en termes d’ordres de grandeur : de [’intuitions aux concepts, 2001,
Edition IREM de Strasbourg
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Scheda di lavoro - I grafici di y = f(x) e di y = 1/f(x)

In TI-Nspire , assegna la formula della funzione f{(x) ad f7(x).
Traccia il grafico di f7(x).
Prendi un generico punto sull’asse x, traccia per tale punto la retta perpendicolare
all’asse x; trova le coordinate del punto P di intersezione di tale retta con il grafico
di f1(x).
A fianco, scrivi la formula 1/f1, e calcolala assegnando ad f7 I’ordinata del punto P.
Riporta il numero ottenuto sull’asse y e trova il punto Q che ha per ascissa xp e
ordinata 1/f1.
Muovi il punto P sull’asse x ed osserva come si dispone il punto Q.
In particolare osserva e descrivi che succede di Q:
a.  Quando xp € molto vicino agli zeri di f1(x)
b. Quando il punto P percorre un tratto di curva f1(x) crescente/decrescente
¢.  Quando il punto P ha ordinata positiva/negativa

Riempi la tabella seguente e quindi disegna un grafico probabile della funzione

1
y= .
S (x)
Jx) L/fx)

® x=....¢uno zero di f{x); per
valori di x molto vicini a tale
valore, fix)................

® Nell’intervallo ........... flx) e
positiva

® Nell’intervallo ............ fix)e
negativa

® Nell’intervallo ........... fix)e
crescente

® Nell’intervallo ........... fix)e
decrescente

® Perx=..flx)=1
®*  f{x) ¢ pari/dispari

®* flx) ¢ funzione periodica di

periodo....
® Inx=... f{x) ha un massimo
® Inx=... f{x) haun minimo

23




¢ Dominio ..........
® Immagine .................
® Zeri.oooiiiiinnnn..

Sulla base delle osservazioni precedenti, studia la funzione y

grafico probabile sovrapponendolo al grafico sotto indicato.
Stessa cosa per ,, _ 1
tan(x)

1
sin(x)

e disegnane il
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n
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fig.2
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Il modulo di lavoro ¢ proseguito con lo studio delle funzioni somma e prodotto (da y = f{x) e
y=gx)ay=fx)+g) eday=flx) gx)).
Riporto parte della scheda di lavoro corrispondente al prodotto di due funzioni.

Scheda di lavoro - Prodotto di due funzioni: il grafico di f(x)-g(x)

Devi studiare il grafico del prodotto di due funzioni y = f{x) e y = g(x).
Costruisci un documento con la stessa struttura del documento di cui ti sei gia

servito per studiare la somma di funzioni (puoi anche riprendere il documento precedente
ed apportarvi le modifiche opportune).

Studia:  a. y=x"-sin(x) b. y= » Lo y=x %
X X
e La funzione prodotto ha uno zero: si puo fare qualche affermazione sulle funzioni
Nx) e g(x)?

e  Una delle funzioni di partenza (f{x) o g(x)) ha uno zero: si puo fare qualche
affermazione sulla funzione prodotto?

e  Sipuo ricavare il segno della funzione prodotto a partire dai segni di f{x) e di g(x)?

e Se le funzioni f{x) e g(x) sono definite su tutto R, quale puo essere il loro andamento
quando si assegnano ad x valori (positivi o negativi) molto grandi in valore assoluto?

e Intali casi, come si comporta la funzione prodotto?
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Attivita in classe: retta tangente ad una cubica in un punto

Nell’affrontare la seconda attivita che presentero gli allievi avevano gia raggiunto una

discreta padronanza del sistema TI-Nspire e si sapevano muovere con sufficiente scioltezza

nei vari ambienti; sulla base dell’esperienza sull’Algebra di funzioni avevo introdotto

I’insieme degli ordini di grandezza assoluti con le loro regole operative (reciproco di un

infinitesimo, di un infinito, di un normale; somma e prodotto di infinitesimi, infiniti, normali)

e con le situazioni di indeterminazione. Mi aspettavo quindi che gli allievi riconoscessero la

necessita di investire le nuove conoscenze nella situazione che si presentava.

Nel proporre I’attivita mi prefiggevo i seguenti obiettivi:

e  Mettere in crisi I’idea ‘globale’ di retta tangente basata sulla tangente a coniche, che
lasciano la curva tutta da una stessa parte rispetto alla tangente; ridefinire la retta
tangente come fenomeno ‘locale’, di tangente come posizione limite di una secante

e Individuare modi per ricavare la pendenza di una retta tangente (ottenuta da sistema;
calcolata ...); saper comunque risolvere un problema di richiesta di equazione di retta
tangente ad una curva in un punto.

e Saper valutare le variazioni della pendenza della retta tangente ad una curva al variare
del punto di tangenza sulla curva; individuare una relazione tra punto della curva e
valore della pendenza della sua tangente.

L’attivita ¢ stata articolata in diversi segmenti, di difficolta crescente. I primi due problemi
che ho posto agli allievi sono stati i seguenti.

Problema 1- lo scoiattolo sulla collina

Uno scoiattolo ¢ fermo alla base di una ripida collina, alla ricerca di un albero su cui
arrampicarsi. Sulla sommita della collina ¢’¢ un traliccio che potrebbe essere un buon
rifugio: dal suo punto di osservazione lo scoiattolo riesce a vedere il traliccio?

Segui le indicazioni contenute nel file scoiattolo sulla collina.

Nel file il profilo della collina ¢ quello di un ramo di cubica di equazione y = - + 4x; il
traliccio ¢ un segmento che si erge dal punto di massimo della cubica. Inizialmente lo
scoiattolo si suppone nell’origine e la lunghezza del traliccio si pud modificare: la richiesta ¢
quindi di dire quanto deve essere alto il traliccio perché lo scoiattolo riesca a vederlo da un
punto fisso di osservazione. In un secondo foglio si ipotizza che lo scoiattolo si muova lungo
la cubica ed il traliccio abbia lunghezza fissa; si chiede di individuare a quale punto del suo
percorso lo scoiattolo comincia a vedere la cima del traliccio. La linea visuale della
scoiattolo puo essere associata alla retta tangente al profilo della collina nel punto in cui lo
scoiattolo si trova. La tangente, localmente, corrisponde alla porzione di collina che lo
scoiattolo riesce a vedere (in analogia con I’approssimazione lineare della curva che si puo
fare con gli zoom).

Il problema introduce quindi alla ricerca dell’equazione della retta tangente in un punto ad
una curva polinomiale; inizialmente il punto ¢ 1’origine degli assi.

La consegna di questo problema prevedeva che gli allievi potessero esplorare liberamente la
figura e proporre una soluzione al problema basata anche soltanto su una manipolazione
sensata della figura ed un uso degli strumenti che TI-Nspire mette a disposizione (retta
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tangente, coordinate di un punto, ecc...). Il secondo problema richiedeva invece in modo
esplicito di trovare algebricamente 1’equazione di una retta tangente.

Problema 2 - calcolo dell’equazione della retta tangente ad una cubica in un punto.
Devi calcolare I’equazione della retta tangente alla cubica y = —x + 4x nel suo punto di
ascissa 1: come puoi fare? Apri il file tangente in un punto a cubica.

Alcuni studenti hanno tentato di risolvere il problema ricorrendo alle esperienze di lavoro
sulle parabole (fascio di rette per un punto, sistema tra 1’equazione del fascio e la cubica,
tentativo di imporre due soluzioni coincidenti azzerando il delta). Si sono tuttavia scontrati
con un’equazione risolvente di terzo grado.

Altri hanno tentato di costruire 1’equazione della retta individuando due punti di
appartenenza:

4 langepluX AinKpuntocubiza_ehiarattirans_tn - T1-Mapire CAS

UEBEHS 9o ¥ 00X v o 5 sa Do
(o] 70 (9 (30 L2 - P [ e

i4 Etart B8 e ADT

PrrTe— R0 N WL s e

Ecco il commento degli studenti:

Quando precedentemente consideravamo la tangente ad una parabola o ad una
circonferenza trovavamo il punto di tangenza sovrapponendo due punti di una retta secante.
Invece, nel momento in cui analizziamo una retta secante ad una cubica, osserviamo che i
punti di intersezione sono 3 e non 2. Questo perché la funzione non € monotona. Per cui,
anche facendo coincidere due punti ne rimane sempre uno che interseca la curva, in questo
caso nel semipiano negativo delle x. P(1; -1"3+4-1)>P(1;3). Osserviamo dal grafico che la
retta tangente per P interseca la curva in un suo zero.

Per trovare la pendenza della retta prendiamo un altro punto di quest'ultima (0;2) e
Sfacciamo il rapporto Ay/Ax ke é uguale a 1.
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A questa strategia non ¢ seguita la verifica, che poteva essere effettuata facendo disegnare
dal sistema la retta di equazione ricavata o cercando lo zero della retta trovata e verificando
che coincideva con uno zero della cubica o ancora verificando algebricamente la doppia
intersezione della retta con la cubica.

Il salto di qualita si € avuto quando alcuni gruppi hanno pensato di trovare 1’equazione della
retta tangente lavorando sul punto dato e su un punto molto vicino; dopo alcuni tentativi fatti
con dati numerici (es. P(1; 3) e Q(1.01; 3.0097) qualcuno ha pensato di introdurre un
incremento generico /:

Riporto un estratto di protocollo di un allievo:

PROBLEMA: trovare l' equazione della retta tangente alla cubica di equazione y=-x"3+4x,
nel punto P di ascissa x=1

- per prima cosa cerco l'ordinata del punto P sostituendo l'ascissa 1 nell'equazione della
cubica: y=-1"3+4*1=3, percio P=(1,3).

Prima di cercare l'equazione della retta tangente bisogna premettere che dobbiamo
conmsiderare solo un ramo della cubica. Una retta infatti non puo mai essere tangente ad
un'intera cubica dal momento che la sua immagine é sempre tutto R. Pertanto considero che
la retta e tangente alla cubica considerata nel ramo 0 <x <2.

- Dal momento che non dispongo di una legge matematica che mi permetta di calcolare
direttamente la pendenza di una retta tangente a un ramo di cubica ragiono sul molto
piccolo...ovvero introduco un punto K molto vicino a P che abbia ascissa x=1+h, dove h ¢
un numero infinitamente piccolo. Cerco l'ordinata di K sostituendo la sua ascissa
nell'equazione della cubica: y=-(1+h)"3+4(1+h)=(-h"3-3h"2+h+3)...1l punto K ha quindi
coordinate (1+h;-h"3-3h"2+h+3).Dal momento che h é un numero infinitamente piccolo, lo
sono anche h"3 e h’2, pertanto l'ordinata di K ¢ molto molto vicina a quella di P
(leggermente piu grande). Di conseguenza posso considerare che il punto K coincida con P.
In questo modo trovando la pendenza della retta passante per i 2 punti di coordinate date
trovo anche l'equazione della retta tangente alla curva in 'P coincidente K'..:

m(retta)=(yK-yP)/(xK-xP)=(h-h""3-3h""2)/h...Poiché h"3 e 3h"2 sono numeri molto piu
piccoli dello stesso numero h possono non essere considerati, in questo modo, considero che
la pendenza e un numero molto molto vicino a 1, e la considero tale. A questo punto ottengo
facilmente che q(retta)=2, e posso scrivere l'equazione della retta...y=x+2.

Dai protocolli degli allievi emerge con molta chiarezza la rottura con I’idea che essi hanno di
retta tangente, legata alle esperienze precedenti di tangenti definite per via geometrica (retta
la cui distanza dal centro di una circonferenza ¢ uguale alla lunghezza del raggio) o algebrica
(I’equazione che caratterizza 1’intersezione fra 1’equazione di una parabola e una sua retta
tangente ¢ di secondo grado con A=0). Si tratta di ridefinire la tangente ad una curva come
retta per due punti molto prossimi e ricavare un metodo generale che affianchi e/o sostituisca
il vecchio metodo del A =0.

Ho suggerito agli allievi 1’'uso dell’ambiente Calcolatrice, per eseguire piu agevolmente i
calcoli con I’incremento 4; ho sottolineato che 1’ordinata del punto P poteva essere
agevolmente trovata sfruttando la definizione di funzione (y, = f(1)), ho definito le variabili
deltay e deltax, ho costruito il rapporto incrementale ed ho introdotto 1’operatore limite
facendo notare che agiva seguendo le regole di Leibniz.
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Problema 3- Descrivi come varia la pendenza della retta tangente ad una cubica in un punto

al variare dell’ascissa del punto.

Apri il file Descrizione variazione tangente.

Puoi far disegnare da TI-Nspire la pendenza della retta tangente in un punto e far trovare
(sempre da TI-Nspire) la pendenza.

Riesci a valutare come varia questa pendenza al variare dell’ascissa del punto di tangenza?
Pensa di costruire una funzione che manda 1’ascissa del punto di tangenza nella pendenza

corrispondente; sai immaginare il grafico di questa funzione?
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Dai protocolli degli allievi:
I valori che assume la pendenza della retta tangente in un punto P qualsiasi della cubica,

dipendono dall'andamento che la curva ha in quell'intervallo: per x della cubica che tende a
+o0 la pendenza (p) assume valori sempre maggiori, nelle vicinanze dei 2 vertici tende a 0,
mentre per valori di x prossimi allo zero centrale, la pendenza tende a -4 (da notare che il
coefficiente della x di primo grado nella cubica é uguale al coefficiente della x (p) della

equazione della retta tangente nell'origine).
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Abbiamo raccolto i valori di xp e p al variare di P sulla cubica, abbiamo attivato le
variabili e abbiamo rappresentato su un altro grafico la pendenza della retta tangente (p) in
funzione della ascissa del punto P sulla cubica (xp). Abbiamo notato che l'andamento della
disposizione dei punti era assimilabile all'andamento di una parabola di equazione 3x"2-4;
infatti disegnando questa funzione, la curva disegnata passa per i punti che hanno ascissa xp
e ordinata p.

La cubica di partenza é dispari (simmetrica rispetto all'origine), mentre la curva che
rappresenta il variare della pendenza in funzione dell'ascissa del punto P € una funzione
pari (simmetrica rispetto all'asse delle ordinate).

1l vertice della parabola é il valore minimo che assume la pendenza, e come avevamo gia
notato, é -4.
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fig. 8

Conclusioni

Gli allievi si sono sentiti fortemente coinvolti nel progetto di ricerca, a cui hanno aderito con
molto impegno e senza cedimenti nel tempo, anche quando erano oberati da altri impegni. Le
proposte di lavoro sono state percepite da tutti come problemi da esplorare e tentare di
risolvere. L’approccio alle consegne ¢ progressivamente mutato: inizialmente i ragazzi
usavano strategie e strumenti concordi alla soluzione ‘scolastica’ di un problema (immediato
tentativo di formalizzare algebricamente, ricerca di un nesso con gli ultimi argomenti svolti,
ecc...); poco alla volta, anche timidamente e chiedendomi se si poteva fare, hanno aperto la
prospettiva, mettendo in atto strategie basate sulla percezione (esplorazione grafica,
cambiamento dei parametri del grafico), sulla ricerca di informazioni automatiche fornite dal
sistema (pendenza, cattura dati, luogo....), sulla connessione fra le diverse informazioni che
il sistema forniva. Interessante la necessita di non fidarsi delle risposte automatiche, di
verificare (uso parallelo di carta e matita). A mio parere questo cambiamento del modo di
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agire ¢ stato indotto, piu che dalla qualita dei problemi posti, dal sistema TI-Nspire, dalla
ricchezza dei suoi ambienti integrati che supportano modalita di pensiero ‘per associazioni’,
in contrasto a modalita ‘sequenziali’ tradizionalmente richieste agli allievi nella pratica
matematica.

Gli allievi piu restii al lavoro scolastico sistematico, ma abili nel muoversi in situazioni
‘multitasking’ si sono sentiti liberi di dispiegare le loro competenze extrascolastiche ed il
loro metodo di ricerca per prove ed errori, dando buoni risultati; gli allievi piu diligenti
hanno mostrato cautela ad abbandonare il loro metodo di lavoro tradizionale, ma hanno
acquisito buona padronanza del sistema; gli allievi piu fragili in matematica (4 su 25) hanno
mostrato le stesse fragilita nel lavoro con TI-Nspire — ¢’¢ da dire che 3 dei 4 non erano
riusciti ad installare il programma a casa.

Nelle discussioni collettive ho notato la tendenza degli allievi ad una comunicazione
circolare in cui cio che diceva I’insegnante non aveva un ruolo privilegiato rispetto a cio che
affermavano i compagni. Annoto questo fatto come elemento positivo; non ¢ che gli allievi
sottovalutassero i miei interventi: 1i hanno ‘notati’ solo quando erano pronti a farlo.

Il mio ruolo di insegnante che sceglie, che progetta, che guida ma lascia liberi di mettere in
atto le proprie strategie, che istituzionalizza, che garantisce il percorso di studio nei confronti
delle altre classi dell’Istituto, € risultato rafforzato.

11 Notes, la struttura a fogli dei Documenti ha permesso di creare schede di lavoro interattive,
da affiancare/sostituire alle schede cartacee (penso che le schede di lavoro su TI-Nspire
debbano rispettare le classiche regole dei documenti Web, ovvero non avere parti descrittive
troppo lunghe: in tali casi, meglio il foglio di carta)

Interessante lo scambio di file via e-mail: la ‘banca dati’ costruita con le attivita degli allievi
apre nuove modalita di comunicazione insegnante — allievo.

L’abitudine all’uso delle calcolatrici TI-89 ha favorito I’approccio degli allievi a TI-Nnspire
(come affermano i ragazzi stessi nel questionario finale): gli allievi hanno percepito
continuita e non frattura nell’'uso dei due strumenti.
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TI1-Nspire™CAS per I’avvio al concetto di funzione

Domingo Paola
IC Liceo scientifico “A. Issel”, Finale Ligure

Abstract. In questo articolo si presentano le linee principali di una sperimentazione,
condotta in una prima classe di liceo scientifico PNI, relativa all'uso di TI-Nspire™CAS
nell'insegnamento - apprendimento della matematica. In particolare si descrive una
delle attivita proposte agli studenti durante I'a.s. 2006 - 2007. In tale attivita si sono
utilizzate le potenzialita di calcolo simbolico del foglio elettronico di TI-Nspire™CAS
per un sensato e motivato approccio al pensiero teorico. | dati sperimentali di cui siamo
in possesso sembrano corroborare I'ipotesi di ricerca e cioé che TI-Nspire™CAS
consenta un avvio precoce e significativo al linguaggio simbolico della matematica, in
particolare grazie alle funzioni di ""dichiarazione della variabili'*, "'cattura automatica
dei dati"" e alle possibilita di calcolo simbolico del foglio elettronico.

1. Premessa

In questa premessa mi propongo, nell’ordine, di:
a) rispondere brevemente alla domanda: “perché¢ TI-Nspire in una prima classe di
scuola secondaria di secondo grado?”.
b) Descrivere la classe che ha svolto la sperimentazione.
c) Precisare obiettivi didattici e percorso del primo e secondo anno di sperimentazione.
d) Accennare brevemente alla metodologia che ha caratterizzato le attivita didattiche.

Perché TI-Nspire in una prima classe di scuola secondaria di secondo grado?
La domanda non ¢ peregrina: a prima vista I’impiego di un software cosi sofisticato e
potente, con studenti appena usciti dalla scuola secondaria di primo grado, potrebbe suscitare
qualche perplessita. Vi sono essenzialmente due motivi per i quali, insieme al gruppo di
Torino coordinato da Ferdinando Arzarello, abbiamo avviato questa sperimentazione,
consapevoli dei rischi collegati e, proprio per questo, preparati a gestirli:
e ritenevamo interessante provare a utilizzare il software anche con una classe
formata da studenti non abituati a lavorare sistematicamente con altri software, in
modo da evitare possibili atteggiamenti di rifiuto iniziale, dovuti alla richiesta di
modificare abitudini consolidate.
e La nostra principale ipotesi di lavoro, formulata in seguito a una prima conoscenza
di TI-Nspire e al successivo lavoro con tale software, ¢ che TI-Nspire offra
interessanti risorse per un avvio precoce, ma sensatol, al simbolo. La forte
interconnessione tra i differenti ambienti, le variabili che vengono immediatamente
viste nei diversi ambienti, la facilitd con cui si possono scrivere e interpretare
formule e variabili, la cattura automatica dei dati e la possibilita di lavorare con il

' L’aggettivo sensato viene usato in questo lavoro con una triplice accezione: legato all’esperienza
sensibile, guidato dalla ragione e dall’intelletto e ragionevole, nel senso che tiene conto delle
costrizioni e delle risorse del contesto.
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foglio elettronico in modo simbolico, suggerivano, gia a un’analisi a priori, che, se
guidati attentamente dall’insegnante, studenti di una prima classe scuola secondaria
di secondo grado potessero utilizzare proficuamente il software per essere introdotti
a un uso sensato del linguaggio simbolico della matematica.

La descrizione della classe

La classe ¢ formata da ventidue studenti, di cui dieci femmine e dodici maschi che seguono

un primo anno di un liceo scientifico PNI' che prevede cinque moduli orari di matematica

alla settimana e tre di fisica. Ho parlato di moduli orari, perché nel Liceo Issel, la scuola in

cui ¢ avvenuta la sperimentazione, il Collegio dei Docenti ha stabilito, dall’a.s. 2002 — 2003,

la riduzione dell’ora di lezione a cinquanta minuti. L’insegnante di fisica ¢ diverso da quello

di matematica e, in genere, si cerca di fare in modo che gli insegnanti di matematica e di

fisica seguano la classe in verticale per cinque anni.

Gli studenti della classe sono in genere disponibili a essere coinvolti nel lavoro in classe,

anche se la partecipazione alle discussioni collettive non ¢ sempre vivacissima; solo alcuni

studenti hanno dimostrato analoga disponibilita a essere coinvolti in un lavoro individuale a

casa serio, sistematico e responsabile. I risultati finali non sono stati particolarmente brillanti:

solo tre studenti hanno ottenuto valutazioni ottime o eccellenti, mentre sei hanno contratto il

debito formativo di matematica (di essi due non sono stati ammessi alla classe successiva a

causa di numerose insufficienze nelle diverse discipline).

Obiettivi (prefissati e conseguiti) per il primo anno’

d) avviare alla comprensione del concetto di funzione come grandezza che varia
rispetto a un'altra (inizialmente come grandezza che varia nel tempo);

e) costruire il concetto di funzione lineare e precisare 1'algebra delle funzioni lineari;

f) studio di sistemi dinamici discreti lineari e crescite esponenziali;

g) avviare all’idea di regressione lineare.

Obiettivi per il secondo anno’
a) successioni e funzioni quadratiche;
b) la funzione radice quadrata;
c) approssimazione lineare di una funzione in un suo punto;
d) cenni alle relazioni tra una funzione e la sua derivata e tra una funzione e le sue
primitive;
e) modelli di regressione lineare.

. . . . 4
Percorso didattico relativo al primo anno

! Piano Nazionale dell’Informatica.

2 A questi obiettivi si & dedicato circa 1’80% del monte orario annuale: le altre ore sono state dedicate a
introdurre alcune tecniche di calcolo algebrico.

3 Al momento in cui sto scrivendo questo report si & appena conclusa 1’esperienza del primo anno di
Ccorso.

* Chi desiderasse un’informazione pit dettagliata sul percorso effettivamente seguito dalle studentesse
e dagli studenti pud consultare i materiali presenti all’indirizzo http://www.matematica.it/paola/
Cors0%20di%20matematica.htm . I materiali sono pensati e realizzati per TI-InterActive!, un altro
prodotto della Texas Instruments, ma possono essere, con un po’ di pazienza, trasformati e adattati per
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Prima fase: Settembre — Ottobre.

Approccio senso — motorio al concetto di funzione (con 1’uso dei sensori di movimento).
L’obiettivo ¢ stato quello di legare il concetto di funzione come quantita che varia nel tempo
e le sue modalita di variazione (cresce o decresce e come cresce o decresce?) a sensazioni ed
esperienze senso — motorie. L’idea ¢ che un approccio di questo tipo potesse creare
condizioni adeguate alla costruzione di significati solidi e persistenti del concetto di
funzione, fondati su radici cognitive e quindi recuperabili durante le successive attivita nelle
quali I’aspetto simbolico e formale diviene sempre piu consistente.

Seconda fase: Novembre — meta Marzo.

1. Differenze finite (prime e seconde) per un approccio numerico ai concetti di
“crescita/decrescita costante”; “cresce/decresce sempre piu”; “cresce/decresce
sempre meno”. In particolare si ¢ affrontato il problema del caso in cui la variabile
indipendente non vari con passo costante.

2. Lavoro sull’acquisizione del concetto di pendenza, sia dal punto di vista numerico,
sia dal punto di vista grafico, sia dal punto di vista simbolico — formale. Le funzioni
lineari. Approccio grafico, numerico e simbolico. Zeri e segno di una funzione
lineare. L’algebra delle funzioni lineari (in particolare con la dimostrazione che la
composta di due funzioni lineari € ancora una funzione lineare).

3. Crescite quadratiche e, in generale, crescite polinomiali. Crescite esponenziali.

Terza fase: meta Marzo — Maggio.

1. Studio di sistemi dinamici discreti lineari dal punto di vista grafico, numerico e
simbolico.

2. Regressione lineare.

Metodologia
Gli studenti hanno lavorato, da Novembre a Maggio, per circa tre ore su cinque in laboratorio
di informatica con TI-Nspire, su problemi proposti dall’insegnante. In laboratorio gli
studenti hanno lavorato a coppie, in modo tale da consentire a tutti 1’'uso frequente del mouse
e aumentare 1’interattivitd con lo strumento. In classe si ¢ privilegiato il lavoro in piccoli
gruppi (3 — 4 studenti) e, soprattutto, le discussioni matematiche orchestrate dall’insegnante
allo scopo di sistemazione e organizzazione di conoscenze e osservazioni.
Per ogni attivita sono state compiute osservazioni sistematiche. Nelle attivita video registrate
e, piu in generale, in quelle maggiormente articolate e complesse (realizzate in due moduli
orari consecutivi) agli studenti ¢ stato chiesto:
a) di pensare individualmente al problema proposto per cinque minuti, senza
I’ausilio di alcuno strumento (nemmeno della carta e della matita);
b) di pensare individualmente con carta e matita per almeno cinque minuti al
problema e alla sua risoluzione;
¢) di discutere in coppia per dieci - quindici minuti le strategie risolutive
pensate nelle fasi precedenti, aiutandosi con carta e matita;
d) di passare alla risoluzione utilizzando anche TI-Nspire;
e) di redigere un documento (in TI-Nspire) che descrivesse le diverse fasi
della risoluzione e presentasse il prodotto a cui gli studenti erano giunti.

TI-Nspire. Chi non possedesse TI-InterActive! puo consultare la versione in pdf dei materiali stessi,
nella quale, pero, i link non sono attivi.
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2. Attivita in classe

In questo paragrafo descrivo dettagliatamente un’attivita svoltasi in laboratorio di
informatica verso la fine della seconda fase di lavoro, quando gli studenti avevano
completato i primi due punti della seconda fase del percorso prima presentato.
11 testo dell’attivita proposta, in un foglio di lavoro di TI-Nspire era il seguente:
Abbiamo anche visto che, se una funzione e lineare, allora le differenze prime
dei suoi valori sono costanti e, viceversa, se le differenze prime dei valori di una
funzione tabulata (la cui variabile indipendente varia con passo fissato) sono
costanti, allora i valori possono essere descritti da una funzione lineare.
Abbiamo anche esplorato le relazioni che legano la pendenza di una funzione
lineare alle sue differenze prime e al passo con cui varia la variabile
indipendente. Vogliamo andare avanti in questo lavoro chiedendoci che cosa sia
possibile dire quando le differenze prime di valori tabulati non sono costanti. In
questa attivita faremo qualche esplorazione relativa al caso in cui le differenze
prime varino linearmente. In matematica si effettuano spesso analogie con
situazioni gia considerate. L'analogia suggerisce idee la cui validita non é
affatto scontata, ma che é da verificare con attenzione. Tante volte l'analogia si
rivela adeguata a risolvere i nuovi problemi, altre volte si rivela del tutto inutile
e fuorviante. Nel caso che prendiamo in considerazione (funzioni le cui
differenze prime variano linearmente), ragionando per analogia, potremmo
congetturare che in questo caso i valori possano essere descritti con una
funzione quadratica.
Come esplorare la sensatezza di questa congettura? Un'idea iniziale potrebbe
essere quella di considerare funzioni quadratiche, ossia funzioni del tipo fix) =
ax’+ bx + ¢ e vedere di che tipo sono le differenze prime (dire che esse variano
linearmente equivale a dire che le loro differenze prime, ossia le differenze
seconde della funzione, sono costanti).
Costruite un foglio elettronico con la colonna delle x (per semplicita ponete
inizialmente uguale a 1 il valore del passo della variabile indipendente), quella
dei valori delle y ottenuti applicando ai valori di x una formula quadratica (per
esempio ottenuti con la formula = 3A1"2 + 4*A2 — 5), una colonna delle
differenze prime e una delle differenze seconde.
Osservate che cosa accade. Provate a fare poi altre osservazioni variando il
passo e la formula; per rendere piu veloce e utile la vostra esplorazione
strutturate opportunamente il vostro foglio di lavoro. Che cosa potete
concludere?
Gli studenti, al momento della proposta dell’attivita, avevano raggiunto un buon livello di
instrumentalisation’ dell’ambiente “foglio di calcolo” di TI-Nspire. Per tale motivo non

! Nell’uso di tale termine si fa riferimento ai lavori di Pierre Rabardel e Pierre Verillon nel campo
dell’ergonomia cognitiva, in particolare al lavoro di Rabardel (Rabardel, 1995).

In estrema sintesi, I’idea ¢ che un artefatto divenga uno strumento attraverso un processo detto di
genesi strumentale, che consiste nell’appropriazione personale di determinati schemi d’uso socialmente
preesistenti. La genesi strumentale agisce in due direzioni: una, detta strumentalizzazione
(instrumentalisation), ¢ rivolta verso I’artefatto e consiste nel selezionare, nell’individuare (o nel
progettare, costruire o trasformare) le funzioni dell’artefatto. L’altra, detta strumentazione
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hanno incontrato alcuna difficolta a verificare, sul caso particolare suggerito, che le
differenze seconde sono costanti; varie coppie di studenti sono state in grado di organizzare
autonomamente un foglio di lavoro che facilitasse 1’esplorazione, sfruttando la tecnica dei
riferimenti assoluti (figura 1).

- EE g ] .

x fx)  |d(fo0) |[dd(fC. ko |a b c h

of - 7 6 0 3 4 5 1

1 2l 13 6

2l 15| 19 6

I S 6

al  s9| 3 6

s| 90| 37 6

6| 127 43 6

7l 170] a9 6

8| 219] 55 6

of 274 6l 6

10| 335 67 6

1| 402 73 6

12| 475 79 6

13| s54 85 6

14 639 91 6

15| 730 97 6 U
B2 | =8f$2 a2°+8g82- a2+5h$2

fig. 1

Le formule che generano i numeri presenti nel foglio di lavoro si trovano:

a) nella cella A2: = $E$2, in modo che venga immesso in questa cella il
primo valore assunto dalla variabile indipendente, che ¢ stato inserito,
appunto, nella cella E2 (al cui riferimento assoluto, grazie al carattere “$”,
fa riferimento la formula);

b) nella cella A3: =A2 + $1$2, in modo che il valore iniziale della variabile
indipendente presente nella cella A2 venga via via incrementato con il

(instrumentation), € rivolta verso il soggetto e porta allo sviluppo o all’appropriazione di particolari
schemi d’uso dell’artefatto, adeguati a risolvere con efficienza determinati problemi.
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d)

e)

valore presente nella cella 12 (nel caso del foglio rappresentato in figura
I’incremento della variabile indipendente ¢ uguale a 1);

nella cella B2: = $F$2*A272 + $G$2*A2+$HS2, in modo da ottenere il
valore assunto dalla funzione quadratica quando la variabile indipendente
assume il valore contenuto nella corrispondente cella della colonna A. Le
celle a cui puntano i riferimenti assoluti contengono i valori dei coefficienti
della funzione quadratica;

nella cella C2: = B3 — B2, in modo da ottenere i valori delle differenze
prime;

nella cella D2: = C3 — C2, in modo da ottenere i valori delle differenze
seconde.

Modificando i valori contenuti nelle celle E2, F2, G2, H2, 12 si modificano, rispettivamente,
il valore iniziale della variabile indipendente, il primo, il secondo, il terzo coefficiente della
funzione quadratica e, infine, il passo della variabile indipendente. L’esplorazione ¢ quindi
immediata: ¢ sufficiente modificare il valore di una cella e tutto il foglio si adegua al
cambiamento, consentendo di osservare cio che cambia e cid che, invece, non varia. Per
esempio, gli studenti osservano immediatamente che, se ci si limita a modificare il valore del
terzo coefficiente, cambia solo la colonna B, quella dei valori della funzione; in particolare
rimangono invariate le colonne delle differenze prime e delle differenze seconde (figura 2).

X T(x) df(x)  |ddf(x) [x0 a b C h
0 -1 -4 0 -2 1 7 1
1 -5 -4
2 1 -9 -4
3 -8 -13 -4
4 =21 -7 -4
5 -38 =21 -4
6 -59 -25 -4
7 -84 -29 -4
8| -113 -33 -4
9| -146 37 -4

10 -183 41 -4
11 -224 -45 -4
12| -269 -49 -4
13| -318 -53 -4
14)  -371 -57
15| -428
fig. 2
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Gli studenti, che sanno utilizzare le differenze prime e seconde per vedere se una successione
cresce o decresce e anche come cresce o decresce, congetturano che la crescenza e la
concavita di una funzione quadratica non dipendano dal coefficiente ¢ della funzione
quadratica ax® + bx + c.

La modifica del coefficiente b produce effetti sia sui valori della funzione, sia sulla colonna
delle differenze prime e lascia invariata la colonna delle differenze seconde (figura 3).

X () dfix)  |ddf(x) [x0 a b o h
0 2 -4 0 -2 4 3 1
1 -2 -4
2 6 -4
3 3 -10 -4
4 -13 -14 -4
5 =27 -18 -4
6 -45 =22 -4
7 67 -26 -4
8 -93 30 -4
9 -123 34 -4

10| -157 38 -4
11 -195 42 -4
12| -237 -45 -4
13| -283 50 -4
14| -333 54
15| -387
fig. 3

La congettura che diverse coppie di studenti avanzano in modo autonomo ¢ che il
coefficiente b influisca sulla crescenza di una funzione quadratica, ma non sulla sua
concavita. Cambiamenti nel coefficiente a producono invece effetti non solo sui valori della
funzione e sulle differenze prime, ma anche sulla colonna delle differenze seconde: quindi ¢
il primo coefficiente a essere responsabile della concavita della funzione quadratica. La
modifica del valore contenuto nella cella E2, ossia del primo valore rilevato della variabile
indipendente, produce cambiamenti in tutte le colonne tranne in quella delle differenze
seconde, mentre il cambiamento dell’incremento della variabile (cella 12) modifica, in
generale, anche la colonna delle differenze seconde. Da questa osservazione si puo
congetturare che vi sia una relazione tra il primo coefficiente a, le differenze seconde e il
passo di incremento della variabile indipendente: questa congettura ¢ meno naturale delle
altre precedentemente prese in considerazione, ma, se suggerita dall’insegnante, viene
immediatamente compresa dagli studenti. Quel che ¢ problematico ¢ determinare questa
relazione. Intendiamoci: lasciando agli studenti molto tempo per esplorare e tentare di
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formulare una congettura precisa relativamente a tale relazione, ¢ probabile che qualche
studente riesca a determinarla procedendo per tentativi. Il guadagno, in termini di
acquisizione di conoscenze e soprattutto di comprensione, non sembra, pero, cosi consistente
da suggerire di dedicarvi troppo tempo. La mia idea, come insegnante, a questo punto, era
quella di suggerire agli studenti di utilizzare le potenzialita di calcolo simbolico messe a
disposizione dal foglio elettronico di TI-Nspire. L’aspetto piu interessante dello svolgimento
di questa attivitd ¢ che una coppia di studentesse ha preceduto il mio suggerimento e ha
provato a sostituire, nelle celle E2, F2, G2, H2, 12, lettere al posto dei numeri: il risultato ¢
rappresentato nella figura qui di seguito riportata (figura 4).

I)( T(x) df( ddf(x) x0
.xO Ak 0/2+0*x 0., [a¥(h 2+ 2¥h¥x Q)+, |2¥a*h”2  [x0
.h+)(0 FF(h+x0) "2+ ... [a¥(3Kh"2+ 2%k ky 0., |2Fakh"2
.2*h+x0 FK(2KN+x0) 2., [a¥ (XN 2+ 2Ky 0., | 2¥a*h"2
.3*|’1+><O a¥(3*h+x0)"2.. [a*(7*h"2+2%h*x (.., |2¥a*h"2
.4*h+><0 FF(AKN+x0) 2., [a¥ (PR 2+ 2k Ky 0., | 2Fakh"2
.5*h+x0 FF(SXN+x0) 2. [a%( 1 1¥0 "2+ 2Ky, | 2Fa¥h2
.6*h+x0 FF(B¥N+x0) 2., [a%(13%h "2+ 2Kk ., |2k akh"2
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o fig. 4

Ora la relazione che lega le differenze seconde al primo coefficiente a e al passo 4 ¢
perfettamente individuabile; sta scritta nel foglio di calcolo: le differenze seconde sono date
dal prodotto fra il doppio del coefficiente a e il quadrato dell’incremento 4. L’uso dei
simboli, in questo caso, non porta, come spesso si lamenta, alla perdita di significato:
consiste, invece, in una sorta di condensazione di significato acquisito dopo un lungo lavoro
in ambiente numerico. Soprattutto, in questo caso, il simbolo ¢ una sorta di lente che regola
la vista e consente di vedere in modo nitido ci0 che 1’ambiente numerico inevitabilmente
nasconde dietro la complessa variabilita delle cifre. Questo ¢ un punto importante sul quale
invitare gli studenti alla riflessione, cosa che ¢ stata fatta nella successiva lezione di
sistemazione: infatti un significativo avvio all’'uso dei simboli in matematica non puo essere
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disgiunto da esperienze e riflessioni su esse, legate alla funzione dei simboli nel discorso
matematico e nella risoluzione dei problemi.

Naturalmente la congettura che in una funzione quadratica le differenze seconde sono
costanti e uguali al prodotto fra il doppio del coefficiente a e il quadrato dell’incremento %
non puo dirsi dimostrata: il foglio elettronico dimostra che tale relazione vale esclusivamente
per i dati contenuti nelle tabelle, ossia per un numero finito di valori della funzione. Per una
dimostrazione, nel caso generale di infiniti valori di una successione quadratica, si puo
utilizzare il principio di induzione: si tratta, pero, di un obiettivo didatticamente inopportuno
per studenti di un primo anno di scuola secondaria di secondo grado. Puo essere comunque
interessante rilevare che uno studente, con un’ottima valutazione in matematica, mi ha
chiesto se la risposta data dal foglio elettronico potesse essere considerata sufficiente per
affermare con certezza che le differenze seconde di una funzione quadratica sono costanti.
Questa domanda rivela un’esigenza, probabilmente non ancora consapevole, ma
didatticamente e cognitivamente di enorme interesse e portata, sulla funzione della
dimostrazione come attivita volta a precisare la relazione di conseguenza logica fra assiomi e
teoremi di una teoria.

3. Osservazioni finali

L’ipotesi di lavoro che abbiamo avanzato (all’interno del nostro gruppo di ricerca), ossia la
possibilita di un’esposizione precoce e significativa al simbolico, risulta confermata dai
risultati che abbiamo ottenuto e che stiamo analizzando. Questo, in particolare, grazie a due
potenzialita che riteniamo le piu interessanti fra quelle messe a disposizione dal software:

a) la cattura automatica dei dati;

b) la possibilita di manipolazione simbolica all’interno del foglio elettronico.
Desideriamo far riferimento a un episodio che, relativamente a tale aspetto, ci sembra
paradigmatico. Sono ben note, nella letteratura della ricerca in educazione matematica, le
difficolta che molti studenti incontrano con il concetto di funzione (Bloedy-Vinner, 1995;
Gray & Tall, 1994; Akkoc & Tall, 2002 ; Wilson 1991). Un’esperienza, che ¢ certamente
comune a molti insegnanti, riguarda gli errori commessi da molti studenti nel calcolare
espressioni come f{x + &) una volta che sia nota 1’espressione della funzione f{x), per esempio
fx) = x*. Infatti anche studenti di livello medio — alto scrivono f{x + ) = x* + A. Inoltre molti
studenti incontrano difficolta nella corretta scrittura di successioni definite per ricorrenza che
modellano problemi, anche quando il problema e la sua risoluzione sono stati ben compresi.
Per esempio, di fronte al seguente problema:

una studentessa assume 440 mg. di antinfiammatorio ogni 8 ore. Sapendo

che il suo corpo riesce a smaltire il 60% del farmaco ogni 8 ore, che cosa

si puo dire dell’evoluzione a lungo termine della quantita massima di

farmaco presente nel corpo della studentessa se essa continua ad

assumere ogni 8 ore 440 mg. di farmaco?
abbiamo sempre osservato, nelle passate sperimentazioni, studenti che riuscivano a gestire
con proprietd e competenza la soluzione nel registro del linguaggio naturale', ma che
avevano difficolta enormi non solo nello scrivere autonomamente, ma anche nel

! Uno di questi studenti scrisse sul suo foglio di lavoro che “la quantita di farmaco presente in un certo
istante ¢ i1 40% di quella precedente piu 440”.
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£(1)=440

comprendere scritture del tipo
f(n)=440+04f(n—-1)

In particolare abbiamo osservato, nelle passate sperimentazioni, la difficolta da parte degli
studenti nel riconoscere la relazione funzionale tra la variabile dipendente e la variabile
indipendente espressa con la scrittura f{n). Invece, nelle osservazioni condotte durante
I’esperienza con TI-Nspire, abbiamo notato che gli studenti che hanno utilizzato
sistematicamente TI-Nspire non solo durante le lezioni in classe, ma anche durante lo studio
a casa, non hanno riscontrato difficolta particolari sia nel comprendere e nell’utilizzare
correttamente notazioni ricorsive, sia nel calcolare funzioni composte come f{g(x)), una volta
note f{x) e g(x).

Un discorso a parte va fatto per gli studenti meno impegnati ¢ meno coinvolti nel progetto
didattico: per tali studenti le potenzialita di TI-Nspire riguardanti il calcolo simbolico
rischiano di impedire la comunicazione tra insegnante e alunno. Infatti tale comunicazione
tende ad avvenire, proprio per le modalita di approccio risolutivo di questi studenti che si
fanno trasportare dalle potenzialita del calcolo simbolico senza riuscire minimamente a
controllarle, sul canale del simbolico che ¢ padroneggiato dall’insegnante, ma non dagli
studenti. Su tali studenti, quindi, ¢ forse necessaria una strategia diversa, che riparta dai
quadri grafico e numerico e addirittura li imponga. Per tali studenti sarebbe forse bene inibire
alcune funzioni del software; per esempio scoraggiare 1’uso simbolico del foglio elettronico
fino a che non si sono costruiti una ricca esperienza numerica e grafica.
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Dalla velocita alla derivata, dall’area alle primitive
Nuove tecnologie al servizio della “costruzione” del significato degli
“oggetti” matematici

Nicoletta Nolli
Classe VA P.N.I
Liceo Scientifico “G.Aselli”- Cremona

Abstract. Un percorso didattico attraverso alcuni temi “classici” dell’analisi, affrontati
e sviluppati con il supporto di uno strumento “innovativo”. Si e cercato di realizzare un
ambiente di apprendimento per favorire, non solo la comprensione dei concetti ma
soprattutto la costruzione del loro significato.

1. Laclasse, gli studenti, gli obiettivi dell’insegnante, la metodologia di lavoro

Nel corso degli ultimi anni sembra diventato piu problematico far comprendere in modo
significativo, anche in scuole come i Licei Scientifici, i concetti chiave dell’analisi
infinitesimale. La prassi didattica degli insegnanti a volte sembra dedicare pill tempo
all’applicazione dei concetti (calcolo delle derivate, degli integrali...) che non a far acquisire
agli studenti il significato del concetto stesso. Per alcuni di questi “oggetti” matematici vale
invece la pena individuare e progettare attivita didattiche che permettano agli studenti di
“costruirsi” il significato dei concetti piuttosto che “subire” la loro definizione da parte
dell’insegnante (definizione che agli studenti appare spesso eccessivamente astratta e
formale). Proprio per questo motivo ho scelto di sperimentare in un classe quinta liceo
scientifico un piccolo percorso attraverso i temi “classici” dell’analisi matematica con
metodologie diverse dal consueto e con il supporto di TI-Nspire™CAS. L’introduzione delle
nuove tecnologie nelle attivita di insegnamento apprendimento della matematica permette lo
sviluppo di una pratica didattica di tipo costruttivo basata sull’esplorazione attiva, sulla
rielaborazione e sul confronto relativo ai processi e ai prodotti sviluppati durante ’attivita. In
particolare volevo osservare se 1’utilizzo di sistemi come TI-Nspire potesse arricchire ancora
di piu negli studenti le rappresentazioni mentali degli oggetti matematici e quindi rendere un
buon servizio all’obiettivo di costruire significati.

La classe composta da 24 alunni, per la maggior parte maschi, ha seguito la sperimentazione
P.N.I e aveva lavorato gli anni precedenti con le calcolatrici grafico simboliche TI-92.

Ad ogni ragazzo ¢ stato consegnato un palmare per il lavoro individuale a casa. A scuola per
la maggior parte delle attivita si ¢ utilizzato il software in laboratorio di informatica: la classe
ha lavorato suddivisa in piccoli gruppi di 2 persone. Molti ragazzi si sono abituati ad avere il
palmare a disposizione e lo hanno utilizzato anche durante la maggior parte delle lezioni in
classe. Si ¢ scelto di diversificare il materiale consegnato e¢ la forma delle attivita: alcune
proposte di lavoro sono state abbastanza guidate altre piu aperte consentendo ai ragazzi di
utilizzare gli ambienti del software che ritenevano piu opportuni. Le schede di lavoro
consegnate sono state su materiale cartaceo € man mano che il progetto progrediva anche su
file TI-Nspire.

Ecco I’elenco delle attivita svolte durante 1’anno:

Retta tangente e grafico del luogo dei coefficienti angolari

Dal grafico di una funzione al grafico della sua derivata

Punti di non derivabilita, continuita e derivabilita

Sistema massa-molla: la velocita istantanea come derivata dello spazio
Problemi di massimo e minimo

Introduzione al concetto di integrale definito e suoi rapporti con
I’integrale indefinito

AN N N NN
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Presentiamo di seguito tre attivita fra quelle proposte.

2. Attivita in classe: la velocita istantanea come derivata dello spazio

Scopo dell’attivita ¢ riflettere sul legame tra velocita media e velocita istantanea in un moto
vario e arrivare a comprendere come la velocita istantanea in un moto sia la derivata dello
spazio in funzione del tempo. Il giorno prima la classe ¢ stata coinvolta nella costruzione
dell’esperimento: si ¢ realizzato un sistema massa-molla e si sono registrati con un sensore di
moto le oscillazioni del sistema. In tempo reale il software disegna un grafico
(nell’applicazione Grafici e geometria) e inserisce una tabella di valori (nell’applicazione
Foglio elettronico), cosi che i dati acquisiti siano subito disponibili per un’analisi incrociata.

Proposta di lavoro

numero di cifre decimali )
Traccia la retta PQ
Individuane la pendenza.

volta in volta il valore della pendenza?

Apri il file prima prova molla.tns con i dati della molla registrati dal sensore.
Individua sul grafico il punto P di ascissa 0.6 s ¢ il punto Q di ascissa 1.0 s (aumenta il

Dal punto di vista fisico cosa rappresenta la pendenza della retta PQ?

Muovi il punto Q ed avvicinalo a P come cambia la pendenza? Cosa rappresenta di

Cosa succede se il punto Q coincide con il punto P? Come lo motivi?

Ecco la risposta di un gruppo:

| e Al

fig. 1

“La pendenza della retta PQ calcolata come Adist/Aora rappresenta la velocita media

nell'intervallo PQ.

Avwvicinando il punto Q al punto P
la  pendenza della retta PQ
aumenta. La pendenza
rappresenta ancora la velocita
media nell'intervallo PQ, ma
l'intervallo di riferimento
diminuisce progressivamente. 1l
valore della velocita dovrebbe
quindi tendere al valore della
velocita istantanea.

Quando i punti P e Q coincidono la retta non viene piu rappresentata.”

Con la seconda scheda si vuole far riflettere gli alunni sul legame tra il grafico della legge

oraria e quello della velocita:
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Mell'amblente del grafic, cliccando sullicona  in basso

asinistra, atthvall grafico a dispersione; in x mett
ora_s_1_1 e in yvell_m_1_1 . Che  gralico hai
ottenuto?

Iraccia la perpendicolare all'asse xche passaper il
punto P la retta incontra in wn punte Al secondo

)6
grafico che hai tracciato, l'ordinata  di gquel punto  cosa b U'e‘.["*
= -
rappresanta? .
L]
- -
-
- -
Movendo il punto P cercadi descrivere il legame  lra | . . )
il primo  grafico e il secondo, 005
v ] Onal:s]
0.05 = 1.65 !
. . .
- -
-
- -
-
- . -
L] L] L
I.l

I ragazzi hanno gia effettuato delle attivita con TI-Nspire per indagare i rapporti tra il grafico
di una funzione e quello della sua derivata e quindi scorrendo i due grafici intuiscono il
legame matematico esistente tra legge oraria e velocita.

“Successivamente abbiamo rappresentato il grafico della velocita in funzione del tempo.
L'ordinata del punto di intersezione fra la perpendicolare all'asse x e il secondo grafico
rappresenta la velocita istantanea nel punto P.

Muovendo il punto P si nota che in corrispondenza dei flessi del grafico dello spazio il
grafico della velocita ha i suoi massimi e minimi, in corrispondenza di massimi e
minimi del grafico dello spazio il grafico della velocita ha i suoi zeri.

1l secondo grafico rappresenta quindi per punti il grafico della derivata della legge oraria.”

In questa fase il legame ¢ intuito attraverso le proprieta grafiche.
Ora viene effettuato il passaggio dal discreto al continuo cercando le funzioni che meglio
approssimano i dati sperimentali:

Proposta di lavoro

Cerca il grafico che meglio approssima i tuoi dati effettuando una regressione:
nell’ambiente foglio elettronico attiva 1I’ultimo menu a destra e cerca la regressione
che ti sembra piu opportuna.

Che tipo di funzione ottieni?

Ora nell’ambiente grafico scrivi in f1 la funzione risultato della regressione.

Cerca il modello che meglio approssima anche i dati relativi alla velocita: che tipo di
curva ottieni? Che legame ha con il grafico dello spazio? Motiva le risposte.
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“Effettuando una
regressione con i miei
dati ottengo una funzione
di tipo sinusoidale.

Anche per il grafico
relativo alla velocita il
modello é sinusoidale”

=3P

G-
11[x)=a pinlb xrchd

08

LR

G1 [ 'a*sin(bexe]

fig. 3

Dalla schermata si vede che il gruppo dopo aver trovato la funzione f1(x) che approssima i
dati relativi allo spazio verifica se
la derivata della funzione f1(x)
possa essere un modello adatto
ad approssimare i dati relativi alla
velocitd, ma non si accontenta di
una verifica ancora grafica e
nell’ambiente Calcolatrice ottiene

S vell_m__.|
092545 :ci:'.[.‘. 38388 x-3. \')'."'a"if:}l 622368

) S 33988 12077
:Lr'f{a_lﬁ 498254 cos(5. 38388 1-2.07736)

=sinfegle)d[].

tepEgniasinb*x s ch+d

d
(s]
s 2
fal 622368|

- 228221 [Resid  {-.0012336591
~11B9680ut  }{.04,.08,12.1

Q05829 0ut C45596, 575 s . .
T s R ERRRT un’ulteriore verifica e conclude:
23254 “Il  modello matematico della
;T::‘; velocita si ottiene facendo la
T derivata del modello matematico
519274 del grafico dello spazio. La curva
S ottenuta é infatti una
531365 . . " 4 ’
193847 cosinusoide.

RAD ALUTO REALE 290 | GI3|

fig. 4

Le diverse rappresentazioni matematiche (numerica, grafica e algebrico-simbolica) che il
software consente permettono di “osservare” e studiare lo stesso problema da diversi punti di
vista e facilitano la comprensione dei concetti matematici ad esso connessi.

3. Attivita in classe: 1l cono massimoe....... Twin-Peaks

Proposta di lavoro
Prendiamo un pezzo di carta a forma di cerchio, individuiamo il suo centro O e
indichiamo con 4 e B due punti sulla sua circonferenza. Tagliamo il cerchio in due settori
definiti da AOB. Scegliamone uno e avvolgiamolo formando un cono in modo che i
segmenti 40 e OB coincidano. Fissiamo a sei unita il raggio del cerchio in modo che il
cono abbia I’apotema OA di lunghezza 6.
Studia come varia il volume del cono .
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Da cosa dipende il volume del cono?
Ci sono dei casi limite?
Quale potrebbe essere il suo valore massimo?

Utilizza gli ambienti di TI-Nspire che ti sembrano piu opportuni per risolvere il
problema. Cerca di rispondere alle domande:

Quale puo essere 1’incognita rispetto alla quale varia il volume del cono?
Come possiamo esprimere il volume secondo I’incognita scelta?
Quale percentuale di cerchio € necessaria per fare il cono di massimo volume?

Nell’ambiente Grafici e geometria di TI-Nspire, un gruppo di alunni calcola passo passo il
volume del cono, calcolando di volta in volta i valori delle variabili da cui dipende; quindi

S— Y
Ggd'A 3 4 2 m-arad 2=
arad=3.1 / Zm-grad  orad2=332
360 /

aradR 1184 [ | amp-l 2=1%

— !

F = o [

L orcongel® ag=1774" o T— 1z ——

/

—mreono’h  Veono=46.6
3

/8
|
v

im
R*-rcomp2®  M2=5.1

mreana2® k2 Veoma2=489
3

|
fig. 5
volume -a'\g
) [=taptureiveons, 1) |=capturearad, 1)) =capturelr
000042 6.28045}
009013 5. 24302
6.23311
6. 22307
5,21478
6.19628|
6.18803
6.16938)
6.16117]
6.1508)
65,1424
6.13168|
178327 610451
200815 5.09352]

2991 5.05175)

H | raggiocon:=capture|reans, 1)

fig. 6

una funzionalita tipica del software
permette di collegare tali valori ad alcune
variabili:

“Per studiare come varia il valore del
volume del cono abbiamo deciso di
utilizzare la raccolta automatica di dati
in un foglio elettronico.

I valori che raccogliamo attraverso la
simulazione sono:

*l'angolo del settore circolare

* il raggio di base del cono ottenuto

* l'altezza del cono

* il volume del cono

Questi  valori  vengono  calcolati
direttamente nel foglio di Grafici e
geometria.”

Nell’ambiente  Foglio elettronico, al
variare del  valore dell’angolo AOB,
vengono raccolti i valori delle variabili; le
colonne di  valori vengono  poi
rappresentate in un piano cartesiano. In
questo modo si crea un primo legame
funzionale per esempio, tra il valore
dell’angolo e il valore del volume, legame
che si concretizza non solo numericamente
ma anche graficamente.

“Successivamente ¢ possibile realizzare dei grafici scegliendo come incognita uno dei valori
raccolti e utilizzando la possibilita di ottenere i grafici per punti. La raccolta dei dati é
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possibile solo per valori dell'angolo del settore circolare compreso fra 0° e 180° per angoli
superiori non si puo pin utilizzare la raccolta dei dati.”

(3 [ [
fig. 7 fig. 8

Questo particolare ambiente aiuta nella costruzione della funzione e nello stesso tempo
induce I’esigenza di determinare la “formula” che la rappresenta. Nella seconda schermata si
vede come il gruppo ricavi I’espressione della funzione e ne sovrapponga il grafico a quello
per punti.

Ora vogliamo riciclare il settore scartato per fare un secondo cono.
Come posso esprimere il suo volume?

E la somma dei volumi dei due coni?

Quale puo essere il massimo del volume totale?

A quale divisione del cerchio corrisponde?

ATTENZIONE Al GRAFICI CHE INGANNANO!

E.......o... Al “PICCHI GEMELLI”!

Prima di passare alla seconda parte della
proposta di lavoro gli alunni ricercano il
massimo della funzione sfruttando tutte le
potenzialita dell’ambiente Calcolatrice:
“Con lo strumento calcolatrice calcoliamo
la derivata della funzione e attraverso gli
zeri della derivata possiamo risalire
all'angolo necessario per realizzare il cono
di massimo volume. L'angolo é 293,939°
pari all'81,65 % del cerchio.

Con piu facilita rispetto alla prima parte gli
alunni riescono a scrivere 1’espressione
algebrica della seconda funzione e ne fanno
9 il grafico; facilmente realizzano il grafico
fig anche della somma delle due funzioni

187829 [x=2-n) - §96819 [ ~12 5664 x+2 23010-12) -

EAD AUTO REALE B
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B3{x)=t1(x}+12(x)

fig. 10

“Anche per calcolare il massimo del volume totale possiamo utilizzare il calcolo della
derivata.

1 risultati ottenuti indicano che la divisione del cerchio per cui si ottiene la somma dei
volumi massima é: 116,645° e 243,355°. I due picchi della funzione indicano le due
situazioni in cui i possono ottenere questi valori.”

4., Attivita in classe: dall’area alle primitive

Lattivita si inserisce in un’esperienza didattica finalizzata all’introduzione del concetto di
integrale partendo dalla costruzione e dalla definizione di area sottesa al grafico di una
funzione. Gli studenti sono stati coinvolti in una serie di lavori per rappresentare e calcolare
in modo approssimato I’area sottesa al grafico della funzione y = x* nell’intervallo [0,3].
Questa prima parte del lavoro ha permesso, attraverso la costruzione delle somme integrali
(processo di costruzione dell’integrale), anche 1’approccio al concetto stesso come area (con
segno) sottesa ad una curva. Ora viene proposta un’attivita per introdurre la funzione
integrale come quella funzione che misura I’area (con segno) sotto il grafico di una funzione
in un intervallo con un estremo fissato e 1’altro variabile e per arrivare a riconoscere la
funzione integrale come una particolare primitiva. Ai gruppi viene data la seguente proposta
di lavoro:

Proposta di lavoro
Abbiamo scoperto che il valore dell’area sottesa al grafico della funzione y = x*
nell’intervallo [0,3] vale 9 e abbiamo “costruito” un algoritmo per il suo calcolo.
Vogliamo ora capire cosa accade se non viene specificato a priori I’intervallo entro cui
calcolare I’area sottesa alla funzione: analizza il caso in cui I’intervallo delle
suddivisioni abbia il secondo estremo generico [0,b]
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Quasi tutti i gruppi implementano con facilita le formule costruite nell’attivita precedente e
le adattano alla nuova richiesta; la risposta del software in forma simbolica seppur complessa
risulta di facile comprensione. Lo strumento viene utilizzato con uno schema d’uso che ¢
stato sviluppato nell’attivita precedente grazie alla costruzione e alla comprensione delle

o N rat
Scrivi e calcola le sommatorie che Faal ]
approssiming in questo caso larea

all'infinito? Tendono a (b"*3/3) P
(=0

I ll
dx- Z i:ﬂ I:d'.\'- J.-:I:I |

RAD _AUTO REALE

Pud essere considerato una funzione? |
5i pud essere considerato una
funzione

lim
e

n
“sotto” la parabola data. Da cosa n b3.(n 1)(2-n+1)
! i i ! int1)2-ntl)
dipendono? e E I,,r'fld.l-k],l 6-»1
Dipendonodabedan k=1 i
n-1 JJ-;-I\E-HB 3n+l)
Qual & il loro limite per n che tende - ; "..f'l‘[d'"i']‘.' iz

b

n

fig. 11

formule che
sommatorie.
Nelle risposte alle altre richieste
si nota come sia abbastanza facile
il passaggio dal valore numerico
che esprime I’area sottesa ad una
curva in un determinato intervallo
ad una funzione del secondo
estremo dell’intervallo: il
passaggio ¢ facilitato dall’uso che
il gruppo fa del comando lim.

esprimono le

I ragazzi sono consapevoli di quale matematica si nasconda dietro al comando e di
conseguenza riescono a capire che 1’operazione “svincola” il risultato da n, facendolo

dipendere solo da b. Ecco la seconda parte della richiesta:

nell’intervallo [0,b].

I’area sottesa in [0,b]?

Partendo da y = x* hai costruito una funzione che rappresenta ’area da essa sottesa

Ripeti ora il procedimento per le seguenti funzioni: y =6, y=x, y=x>, y=x", y=x".
Che legame puoi notare tra ognuna di queste funzioni e la funzione che ne rappresenta

Con I'ultima richiesta si vuole indurre i ragazzi a riconoscere la funzione integrale come una

particolare primitiva della funzione data.

Alcuni gruppi utilizzano I’ambiente Calcolatrice per compilare una tabella con la funzione di

partenza e con la funzione che rappresenta 1’area.
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X rea nche in questo caso l’algoritmo di calcolo della
f A Anch quest I’algoritmo di calcolo dell
y=6 y=6b funzione integrale che ¢ stato acquisito con 1’attivita
B precedente diventa una schema d’uso facilmente
y=x > iterabile solo ridefinendo di volta in volta una
3 funzione diversa. L’attivita viene svolta su un piano
_ .2 il algebrico/simbolico che porta i ragazzi ad esprimere a
e b Igebrico/simbolico che porta i ragazzi ad esp

3 parole la “regolarita” delle varie formule: “Tra le due
b unzioni( f(x) e Area) c’é un legame algebrico ben

, N . joni A e l Igebrico b
y=x 4 preciso, infatti [’esponente di b aumenta sempre di un
b grado rispetto ad x ed inoltre il denominatore della
y=xt = funzione rappresentante ’Area é uguale all ‘esponente
5 di b” e a riconoscere la regola come inverso di una
s b° regola nota: “Da questo legame algebrico abbiamo
= 3 atto un confronto con la formula che fa passare da
y=x 6 t l la ch p d

una funzione alla sua derivata: il nuovo legame
trovato é in un certo senso inverso a quello della derivata.”

Passano quindi ad un piano grafico per ritrovare le regole che permettono il passaggio dal
grafico di una funzione a quello della sua derivata e concludono: “Per ricavare il grafico
della funzione partendo dall’Area
bisogna applicare le stesse regole che
si_applicano _ad una_funzione per
ricavarne la derivata; quindi la
funzione dell’Area é una delle infinite
primitive della funzione presa in
partenza”.

Il continuo passaggio a differenti
registri  sviluppa la  discussione,
conduce ad una congettura condivisa
: : : : e a vari tentativi di verificare la
Rl o congettura stessa.

fig. 12

5. Osservazioni finali

Le attivita di insegnamento-apprendimento descritte hanno consentito di utilizzare la
tecnologia non solo come strumento che facilita i calcoli ma anche come mediatore nel
processo di costruzione della conoscenza. Le varie fasi di concettualizzazione sono state
possibili laddove gli alunni sono riusciti a integrare fasi operativo-percettive a fasi
simbolico-ricostruttive e questi frequenti passaggi da un approccio all’altro sono stati mediati
dall’uso che i ragazzi hanno fatto dei vari “ambienti” di TI-Nspire. In alcuni casi il software
ha fornito “immagini concrete” degli oggetti matematici, per esempio attraverso le
rappresentazioni grafiche; proprio I’aspetto dinamico che lo strumento consente ha favorito
un approccio attivo alla lettura dei grafici, ha trasformato il ruolo dei grafici da prodotto
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finale di una attivita a strumento di lavoro di una attivita supportando la comprensione e il
tentativo di verifica di una congettura. In altri casi ha consentito il raggiungimento della
consapevolezza delle procedure utilizzate e I’appropriazione dei simboli e del loro significato
(per esempio la scrittura delle formule per il calcolo delle aree nell’ambiente Calcolatrice ha
richiesto la comprensione della formula, dei simboli che essa contiene ¢ del procedimento
iterativo che nasconde). Da una parte 1’esplicitazione del processo ha consentito la
comprensione dei concetti e dall’altra ha fatto evolvere gli schemi di utilizzazione
dell’artefatto modificando lo strumento che gli alunni avevano a disposizione.
L’integrazione di ambienti differenti e il “facile” passaggio da un ambiente all’altro ha poi
favorito la graduale acquisizione del significato dei concetti presentati.
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Se faccio capisco.
Una tecnologia per la matematica per tutti:
proposte per motivare anche allievi distratti allo studio della matematica

Rossetto Silvano
Prima e seconda sperimentali, Istituto Tecnico per il Turismo “G. Mazzotti”, Treviso

Abstract. La nota descrive, attraverso alcuni esempi, come si possono motivare allo
studio della matematica anche allievi del biennio meno interessati. L’integrazione del
calcolo simbolico, della programmazione e della geometria dinamica facilitano sia le
attivita di verifica di esercizi, sia le esplorazioni, guidate anche da modelli predisposti,
di temi che diversamente potrebbero restare astratte enunciazioni.

1. Premessa

All’Istituto Tecnico per il Turismo gli studenti si iscrivono perché interessati particolarmente
allo studio delle lingue e alla prospettiva dei viaggi all’estero: lo studio della matematica ¢
spesso affrontato come un noioso compito da assolvere nel modo piu rapido e distaccato
possibile. L’atteggiamento degli allievi ¢ per lo piu esecutivo e mnemonico e
I’apprendimento della matematica viene spesso percepito da loro come un inutile ciarpame di
cui liberarsi quanto prima. La motivazione allo studio ¢ quindi la vera sfida per gli
insegnanti, in particolare in questo tipo di scuole nelle quali la matematica ha un ruolo
vagamente culturale e trova poche applicazioni significative nelle discipline
professionalizzanti.

In questo contesto € necessario coinvolgere costantemente gli studenti in attivita che ne
catturino 1’interesse senza mai costringerli a tediose esercitazioni. Gli strumenti proposti
nell’esperienza descritta in questa relazione sono stati particolarmente utili a questo scopo.
Sono state coinvolte nel Progetto Pilota presso il nostro Istituto due classi (prima e seconda)
di un corso sperimentale che prevede 4 ore settimanali di matematica per un carico
settimanale complessivo di 35. Per grandi linee, il programma prevede il tradizionale
‘calcolo letterale’ nel primo anno e il ‘primo grado’ (equazioni-disequazioni e rette nel piano
cartesiano) nel secondo. La geometria fa un timido capolino soprattutto in seconda come
supporto ai problemi con equazioni e al piano cartesiano.

L’esperienza descritta nella relazione si limita, anche per una questione di spazio, soltanto
alla prima classe. La classe era composta da 26 allievi (22 femmine e 4 maschi) ed era
piuttosto disomogenea come livello di partenza anche per le diverse esperienze pregresse.
Erano presenti 9 studenti di lingua madre non italiana, alcuni di recente immigrazione. Alla
conclusione dell’anno 5 allievi hanno ‘abbandonato’ la classe.

Il programma di matematica ¢ stato svolto per ’intero corso dell’anno con il filo conduttore
della risoluzione dei problemi: nei primi mesi sono stati ripercorsi i concetti di base
(problemi aritmetici e operazioni, le grandezze, il sistema metrico decimale, notazione
scientifica — precisione — ordine di grandezza, frazioni — numeri decimali — percentuali) che
teoricamente gli allievi dovevano conoscere dai livelli scolastici precedenti.

In questo contesto sono state riprese anche le abilita elementari di calcolo numerico spesso
piuttosto carenti.
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Accanto alla piu tradizionale introduzione del calcolo letterale come prima formalizzazione
delle operazioni sugli insiemi numerici Z e Q, ¢ stato utilizzato costantemente 1’approccio
problema — formula — programma per dare senso all’introduzione dell’algebra. Nella
risoluzione dei problemi ¢ stato naturale ricorrere alle formule inverse senza la necessita di
formalizzare lo studio delle equazioni che ¢ obiettivo del secondo anno.

Abbiamo avuto a disposizione il software e i palmari a partire da meta novembre. Il software
era installato nei PC di un laboratorio e in un PC in classe che gli allievi usavano anche al di
fuori delle ore di lezione. I palmari erano raccolti in una valigetta condivisa tra le due classi.
Tutti gli allievi avevano a casa il software nel proprio PC. I documenti prodotti con il
software nelle attivita di laboratorio, in classe e nelle attivita domestiche, venivano raccolti in
una cartella di rete disponibile anche via Internet. Occasionalmente sono stati trasferiti i
documenti tra PC e palmare.

2. Attivita in classe
Nel seguito esponiamo tre momenti del nostro percorso che ci sembrano indicativi, anche se
inevitabilmente parziali, delle possibilita offerte dal palmare e dal software TI-Nspire™CAS.

Problema - formula — programma.

Abbiamo discusso in classe il problema che segue nei primi giorni dell’anno scolastico.
Quando sono arrivati i palmari e il software lo abbiamo ripreso per scrivere un primo
programma.

Problema. Quanto consuma la mia auto?

Si puo partire da questa domanda per fare qualche riflessione sulla risoluzione dei problemi.
Cosa chiede il problema? Nel linguaggio corrente il consumo dell’auto ¢ espresso come
chilometri percorsi con un litro di benzina (km/1).

Quali sono i dati? Posso certamente sapere quanto ho speso per un pieno di benzina (diciamo
60 €) e quanta strada ho fatto (580 km). Questi dati perd non bastano: mi mancano i litri.
Posso rispondere alla domanda se conosco il costo della benzina (1,300 €/1).

Qual ¢ la soluzione? L’uso delle unita di misura (marche) aiuta a mettere in formula la
soluzione del problema:

. ercorso X costounitario
kmil = % = % dacui  consumo = 2

= spesa
£/

Possiamo descrivere la soluzione del problema in termini generali come funzione dei dati e

calcolare la risposta.

4 o 4 CELL .
Si apre una pagina di TI-Nspire con
l’appliCaZione Notes. PROBLEMA La miz & ve 580 km can un pieno di benzina che
Sl inserisce 11 testo del problema, costa 80 eure. Quant ala mia mda?

qualche commento e la consegna.
Lo studente svolge il compito a .

partire  da  questo  documento quanto costa unliro
inserendo una nuova pagina di tipo
Calcolatrice e una di tipo Notes per
riportare le conclusioni. e

1) Scrivere una funzicne che ca

o permettono & trevare | litr: mi manca un date. Se so

di benzina passo risolvers il problema,

Il costo della benzina & di 1.300 euraditra

UMD in kmd & partire dai km

percorsi, gli eure spesi e il costo al Il benzina

fig- 1

) Esprimere come varia il cansume dell'aute quands varia uno dei dati |
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Define ccnsumc(perccrso,spesa,ccslo)=w Fatio ]
spesa
consumo(580,60,1.3) 12,5667
consumol650,60,1.3) 14.0833
consumo(580,70,1.3) 10.7714
consumo(580,60,1.35) 13.05
fig. 2

La definizione di una funzione, che & calcolata da una formula, si inserisce con 1’istruzione
Define nome_funzione(argomenti)=espressione
L’inserimento ¢ confermato dalla risposta Fatto che compare a destra.

Dopo I’inserimento, la funzione puo B W= 19
essere usata per risolvere il problema

proposto. La funzione permette anche Risposte.

di ripetere il calcolo rapidamente 1) L'auto fa 12.5667 kmA, cioé chilometri con 1 litro di benzina.

variando i dati. In questo modo si puo
fare qualche considerazione sul

problema proposto. Se spendo di pid per lo stesso percorso allora la macchina consuma di pill @
faccio meno kmil.

23 Se aumerto | km percorsi allora aumemana i kmi.

A destra le risposte riportate nel

dOCumentO dl un allieVO Se la benzina costa di pid al litro compra mena litri con |a stessa spesa. Se
: taccio gli stessi km con meno litri, I'aute consuma di mene, cioé fra pid kmA
fig. 3

Possiamo anche risolvere i problemi inversi usando la stessa formula. Con gli allievi si tratta
solo di richiamare le operazioni inverse e usare in modo ingenuo la risoluzione di equazioni
che generalmente hanno gia visto alla scuola media: la formalizzazione verra affrontata
nell’anno successivo.

Risolviamo le formule inverse con una funzione che prevede tra gli argomenti anche la
risposta. Possiamo ottenere il risultato inserendo tra gli argomenti la x per indicare il dato
mancante.

Nella pagina Calcolatrice si inserisce Define consdue(szch,cm):Func Fatto |
la definizione della funzione fino al Localr )
. . —olvel 2L
segno =. Si preme il pulsante If della A e S
barra del menu (ultimo a destra) e si Retum 7
. . . EndFunc
sceglie la prima opzione Func...
S . . consduelx,60,1,3,12.5667) %=580,002
EndFunc. Si inseriscono le righe del
. consdue(580,%,1.3,12.5667) X=59.9998
programma nella relativa cella. Per [ .o . 0. o s
inserire nuove righe si premono i tasti | .,usuelss0,60,15 Ty
ALT INVIO. Solo alla fine si
conferma la funzione con INVIO.
fig. 4

55



All’interno della funzione consdue(p,s,ct,cm) ¢ stato usato il comando Solve che risolve una
equazione rispetto ad una specifica variabile che, nel nostro caso, ¢ x. La funzione risolve i
problemi inversi attraverso la risoluzione (nascosta) di equazioni.

Dal triangolo di Tartaglia ai coefficienti binomiali
L’ambiente di TI-Nspire, sia come palmare usato in classe che come software in laboratorio,
in classe o a casa, ¢ stato spesso lo strumento per facilitare, o anche solo controllare, il
calcolo algebrico. Lo strumento ha perod consentito anche di trattare con gli allievi alcuni
interessanti problemi, connessi con lo sviluppo dei prodotti notevoli, la cui complessita di
calcolo 1i avrebbe posti al di fuori della loro portata.

1l triangolo di Tartaglia. Percorsi a senso unico.

La griglia della figura seguente rappresenta un quartiere nel quale le strade si possono
percorrere solo nei due sensi indicati: a - da sinistra verso destra, b - dall’alto verso il basso.
Si chiede quanti sono i possibili percorsi diversi che portano da A a B.

N 11 1 1 1 1
Y !
2 13 11 5
1
3 16 |10
1
B 4 o]
1
AR
1

s Clodd>

I 10 possibili percorsi da A a B si possono leggere sul triangolo di Tartaglia (nella figura a
destra). L’espressione 10 a2 b® puo essere interpretata cosi: ci sono 10 percorsi diversi da A a
B e ciascuno va 2 volte in direzione a e 3 volte in direzione b.

Si mostrera la relazione del triangolo di Tartaglia con le potenze del binomio (a + b)", a
partire dai primi tre casi con # uguale a 1, 2, 3 da calcolare a mano e da confermare, come da
tradizione, anche con figure geometriche. Alcuni casi successivi possono essere verificati
con la calcolatrice di TI-Nspire.

Le potenze del binomio vengono svilup- expandl(a+)?) dearadbigatplegasdest |
pate con il comando expand che puo expandl(ov)) PSrsatir 100 e 10at b e tesS
essere inserito direttamente oppure r--qw-\.*|:L:.:|h:|".r".:|
ottenuto da menu, pulsante X=, VOCE | o, 1 9., e 502 19005 0210 2530052554 3100 bos s 12000
Espandi.

fig- 6
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Lo sviluppo della potenza di un binomio si puo ottenere con le due seguenti osservazioni:

1) i termini del polinomio hanno grado costante (pari alla potenza del binomio): la prima
lettera ha esponente che decrementa di 1 e, in corrispondenza, la seconda ha grado che incre-
mentadi 1;

2) i coefficienti dei termini sono costruiti con questa regola: il primo coefficiente vale 1; dato
un termine del polinomio il successivo si calcola moltiplicando il coefficiente per
I’esponente della prima lettera e dividendo per quello della seconda aumentato di 1.

Le due osservazioni sono solo formulate empiricamente a partire dal triangolo di Tartaglia.
La spiegazione, pur informale, ¢ possibile dopo le considerazioni sui coefficienti binomiali
che vengono proposte nel seguito di questa relazione.

Questo metodo per il calcolo dei coefficienti delle potenze del binomio puo essere descritto
nell’applicazione Foglio elettronico di TI-Nspire.

Si apre in una nuova pagina |’applicazione Foglio

elettronico. Si inserisce nella cella al il numero 10, che

poi si pud variare per calcolare automaticamente altre 10 o 1 1024
potenze del binomio. 9 1 10
Nella cella b1l si scrive 0 e nella cella c1 si scrive 1. g 2 45
Si inseriscono poi le formule: VI 120
cellaa2: =al-1 8l 4 210
cella b2: =b1+1 51 5 252
cella c2: =c1*al/b2 a 6 210
Si copiano le celle a2-b2-c2 nell’area da a3 a c11 con i a3l 7 120
tasti CTRL C e CTRL V (copia e incolla): compaiono 2l s 45
gli esponenti di a e di b e, nella colonna C, i coefficienti T 10
dei termini di (a + b)". o 10 1

Modificando il valore in al vengono calcolati i termini
della relativa potenza del binomio: eventualmente si fig. 7
cancellano o si copiano le righe eccedenti o0 mancanti.

Si denomina la colonna C come coeff: basta inserire

nello spazio in testa alla colonna questo nome.

Nella cella el si inserisce la formula: =sum(coeff) che

calcola la somma dei coefficienti di (a + b)".

Possiamo osservare le due note proprieta dei coefficienti dello sviluppo del binomio:

— la somma dei coefficienti ¢ una potenza di 2 (2", con n esponente del binomio);
— 1termini con gli esponenti simmetrici hanno lo stesso coefficiente.

57



La mamma, le ceste e le mele

La soluzione del problema dei percorsi permette di u\ll, uy

risolvere altri due problemi apparentemente diversi:

11

Quanti sono gli anagrammi della parola MAMMA?

m

Sono 10: basta leggere la parola mamma come percorso
da A a B; rispetto alla griglia del paragrafo 2.1 la lettera a B
b ¢ stata sostituita dalla lettera m.

Nella figura accanto ¢ disegnato il percorso
corrispondente alla parola mamma.

fig. 8

In quanti modi diversi si possono distribuire tre mele in tre ceste? La risposta ¢ ancora una
volta 10 come gli anagrammi della parola mamma. Possiamo infatti interpretare le lettere m
come le mele e le lettere a come “separatori” delle ceste.

La parola mamma corrisponde alla distribuzione (1,2,0) rappresentata nello schema seguente:

m a mm a . . ’y
| | nel quale si legge che nella prima cesta ¢’¢ una mela,
: - nella seconda ce ne sono due ¢ nessuna nella terza.
prima | seconda | terza
cesta cesta cesta

Gli allievi si sono mostrati interessati ai giochi di parole e in particolare agli anagrammi.
Abbiamo cominciato con parole con lettere tutte diverse come tre, roma, fiore.

Gli studenti hanno cercato per tentativi gli anagrammi di queste parole trovando facilmente i
6 di tre, ma non tutti i 24 di roma, e tanto meno i 120 di fiore. E risultata evidente la
necessita di un metodo per individuarli tutti: pero solo I’indicazione del grafo ad albero fatta
dall’insegnante li ha portati “fuori dalle secche”.

ROMA

Rf EYy Tf E}f Tt R

ERETRT

RET
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I due grafici ad albero mostrano un metodo per trovare tutti gli anagrammi e fanno capire che
il loro numero ¢ dato da n-(n — 1)-(n —2) - - - 1, espressione che si indica come fattoriale di n
e con il simbolo n!. TI-Nspire possiede 1’operatore ! per il calcolo del fattoriale di n, e
quindi del numero di anagrammi di parole con lettere distinte (permutazioni), ma non ha la
funzione per generare gli anagrammi. Sono state presentate agli allievi le due funzioni fatt(n)
e anagrammi(a) come esempi gia costruiti di funzioni ricorsive. Ogni approfondimento sulle
funzioni ricorsive € rinviato agli anni seguenti.

All’interno della funzione fatt(n) viene richia- |Define fadn)=Func Fatto

mata la funzione stessa con un argomento HEUT:G;

minore. Si tratta di un primo semplice esempio e

di funzione ricorsiva che si presta a descrivere Retum mfatdln=1]

in modo pit diretto alcuni tipi di algoritmi in e

particolare legati al calcolo combinatorio. fatfo) 120
fatdo) 1

fig. 11

La funzione che costruisce tutti gli anagrammi di una parola (con lettere tutte diverse) viene
costruita partendo da questa considerazione: data una parola di n lettere, considero la parola
di n—1 lettere ottenuta dalla precedente togliendo 1’ultima. Un anagramma della parola
completa puo essere visto come un anagramma della parola senza 1’ultima lettera nel quale ¢
stata inserita 1’ultima lettera in uno degli » modi possibili: prima della prima lettera, tra la
prima e la seconda ... e cosi via.

Da questa considerazione segue la definizione ricorsiva della funzione anagrammi(p).
Servono due funzioni preliminari: la prima per inserire in una sequenza di caratteri (stringa)
un carattere in tutti i modi possibili, la seconda per ripetere questa operazione in una lista di
stringhe.

Data una stringa S € un carattere C, 1a | pefine inseriseils,c)=Func Fatto

funzione inserisci(s,c) genera tutte le Local inr

stringhe che compongono S con C. . di(s)

L’espressione left(s,i)&c&right(s,n-i) For i0,n

spezza la stringa S in due parti di 7 e di r-=augment(r, { lefifs, )8 coeright(s,n 1)}

n — i caratteri e poi inserisce tra le due igf;rr

parti il carattere C. La funzione EndFunc

augment (a,b) unisce due liste a ¢ b. inserisci{"1234","a")  {"al234","1a234","12234","123a4","1234a" }
fig. 12
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La funzione inseriSCiIiSta(l'C) ripete Define inser‘isci!isia(i,c):Func Fatto
I’operazione di inserimento del Local i,
carattere C per tutte le stringe ?‘::m}
contenute nella lista I. ;;i‘?g)
Si osservi il fatto che le due funzioni ,f:;augmem(,.‘mse,.jm(;[fl5))
appena definite hanno la stessa EndFor
struttura. Return 7

EndFunc

inser‘iscr'ir'sla({ "ab","ba" },"O")
{"0ab","a0b","ab0", "0ba", "b0a", "ba0" }

fig. 13

Ora siamo pronti per definire la funzione anagrammi(p).

3 =
Define anagrammr’(p)zPunc Fatto 1
Local n

n::dim(p)
If #=0 Then
Return { E__ }
Else
Return r'rrseriscih'sm(anagr‘ammf(left(p,nf1))Jright(p, 1))
EndIf
EndFunc
anagr‘ammi("TRE") {"ERT","RET"J"RTE"J "ETR","TER","TRE" }
anagr‘ammi("FIORE")
‘EIRO","FIERO","FIREQ","FIROE","EFIOR","FEIOR", "FIECR.","FIOER","FIORE" }
dim(anagrammr’("FIORE")) 120
fig. 14

La funzione anagrammi(p) inserisce 1’ultima lettera della parola p negli anagrammi di p
privato dell’ultima lettera: lo si puo osservare nei due esempi calcolati.

La funzione dim(l), predefinita in TI-Nspire produce il numero di elementi della lista I.
L’ultima riga della figura precedente mostra che il numero di anagrammi della parola FIORE
¢ 120, cio¢ pari a 5!

Dagli anagrammi ai coefficienti delle potenze del binomio.

Si possono calcolare gli anagrammi di una parola con lettere ripetute come la parola
MAMMA a partire dalle permutazioni: si puo infatti considerare la parola come se avesse le
lettere tutte diverse (ad esempio per formato) e poi raggruppare gli anagrammi in modo che
le lettere corrispondenti siano nella stessa posizione:

Mamma — Mamma — mAMma — mAmMa — mAMma — mAmMa —
MammA— MammA — maMmA — mamMA — maMmA — mamMA

I 12 anagrammi (apparenti) sono dati dalle 3! = 6 possibili permutazioni delle 3 lettere Mmm
moltiplicate per le 2! = 2 permutazioni delle 2 lettere Aa. Anche tutti gli altri anagrammi
possono essere raggruppati in blocchi di 12.

60



3121

Dato un insieme di m + n oggetti, il numero di modi di sceglierne m e di scartarne n, cio¢ le
combinazioni di m su m + n, si puo vedere come numero di anagrammi della parola fatta di
m caratteri ‘1’ e di n caratteri ‘0°. Gli m + n oggetti si possono pensare elencati in una lista
ordinata e indicare con il segno ‘1’ il fatto che 1’oggetto viene preso mentre con il segno ‘0’
che viene scartato. In questo modo ad ogni sequenza di ‘0-1’ corrisponde una specifica scelta
degli m oggetti scelti (che corrisponde a quella degli n scartati).

Queste considerazioni permettono di scrivere direttamente il coefficiente del termine della
potenza di un binomio, dati gli esponenti delle due lettere.

Sipuo concludere che gli anagrammi ‘veri’ della parola MAMMA sono dati da:

(m+n)! mn Faito [

Define Zer'minebincmfafe(m,n)=
ml=nl

fer'minebinomia!e[3,2) 1O'a3'b2

Seq(zer‘minebinomiafe(lO—I',i),:',O, 10)
{ a0 10:a%b,45:0% 52120707 5> 210-a%5% 252:0°5°,210°a %8 1200257 45022

expand((a+b) 10)

a19410-0% b+ 450852412007 3421005 b4 +252-05-57+210-0* B E+ 120035 T+ 42!

fig. 15

La funzione terminebinomiale(m, n) mostra il calcolo del termine di (a + b)""" con parte
letterale «”b". Con il comando seq(...) possiamo generare la lista dei termini di una potenza
del binomio.

Anche per gli allievi ¢ semplice estendere gli anagrammi di parole con due lettere
eventualmente ripetute a parole qualsiasi: risulta ad esempio naturale pensare che la parola

mtn

!
PALLA debba avere ﬁ:SOe che questo debba anche essere il coefficiente di

... @*I*p nello sviluppo di (@ + [ + p)°. Con TI-Nspire la verifica di questo fatto ¢ immediata.

(mtntp)t RY Fatto

Define Ier‘m:'nezrmom(m,n,p)=
ml=nlpl

fer'mr’nef:'inom(zzl) 3O'a2'b2'c

expand((cfr b+c) 5)

@o+5eg bt 5ea b ct10:07 B2 42007 bre+ 10-a7 e 2+ 10702 b7 30+ g 2+ b2 -+ 30-a 2 bre 2
fig. 16

Le potenze del binomio e il calcolo delle probabilita: il totocalcio.

Lo sviluppo delle potenze del binomio consente di risolvere semplici problemi di probabilita
proponibili anche ai nostri allievi. Il programma TI-Nspire permette di visualizzare
graficamente e con un modello dinamico la relazione tra le variabili in gioco. Ho proposto ai
miei alunni il classico problema del totocalcio invitandoli ad utilizzare il documento TI-
Nspire, che descrivo nel seguito, per trarre qualche conclusione. Gli studenti erano in grado
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di utilizzare il documento, ma non di comprenderne la costruzione. Le risposte sono state
soddisfacenti mostrando che lo strumento ¢ stato utile per risolvere i quesiti posti. Nei
prossimi anni, quando saranno disponibili gli strumenti concettuali necessari, si riprendera il
modello proposto: sono certo che in quella occasione si rinnovera 1’interesse dimostrato ora
per ’argomento.

Problema. Quali sono i risultati possibili e quali le rispettive probabilita nel (tradizionale)
gioco del totocalcio?

Indichiamo con v il pronostico indovinato (vinto) e con s quello sbagliato. Tutti i risultati
possibili nel gioco a 13 partite sono descritti dai termini dello sviluppo di (v + s)**.

Se poi fissiamo per tutte le partite la stessa probabilita di indovinare (v =0.3333) possiamo
calcolare le probabilita dei singoli esiti possibili usando gli stessi termini.

nCr(m,n) m!

(mfrzj!'n!

Define !ofo(n,p)=seq(nCr(nif]'(lfp)”_f'pj,f,o,n) Baig

totof13,.3333)
{ 005142,.033415,.100231,.183728,.229626, 206633, 137734, 068857,.025817,. 00717

Sig. 17

In TI-Nspire ¢ predefinita la funzione NCr(m,n) che calcola il numero delle combinazioni di
n oggetti presi in un insieme di m che corrispondono al coefficiente di ...a" "b" nello
sviluppo di (a+b)". La funzione toto(n,p) calcola la lista delle probabilita degli esiti
possibili di una giocata di n pronostici quando la probabilita di indovinare ciascun pronostico
ep.

Nella figura sono mostrati gli esiti possibili, a partire da 0 pronostici indovinati, con le
relative probabilita.

Ci proponiamo di mostrare graficamente le probabilita degli esiti e di vedere come queste
cambiano quando si modifica la probabilita di indovinare i singoli pronostici.

In una pagina con un foglio elettronico, si inseriscono in due colonne le liste necessarie per il
grafico.
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Si inserisce 13 (numero di pronostici) nella Ix .ly

cella el. Con il menu var si memorizza il —seq(i.i.0.n)|=toto(n..3333)
contenuto della cella el nella variabile n. 0 005142 —
Nella riga ¢ (sopra le celle del foglio) si ; e
possono inserire espressioni che generano i 5 ‘100231
valori della colonna. Nella colonna A la ‘
funzione seq(i,i,0,n) genera gli esiti possibili 3 183728
come numero di pronostici indovinati. Nella . e
colonna B vengono calcolate le probabilita 5 206633
corrispondenti agli esiti possibili nell’ipotesi 6 137734
di probabilita pari a 0.3333 di indovinare 7 068857
ciascun pronostico. Le due colonne A e¢ B 8 025817
vengono denominate IX, ly per poter essere 9 00717
riprese come liste nella pagina grafica. 10 007434
11 000195
12 000016
13 6.26411e°7
fig. 18
Aperta una pagina grafica, si preme il tem
pulsante e si sceglie il grafico a ‘
dispersione. Nella casella delle ascisse si
inserisce IX e in quella delle ordinate ly. Si
aggiusta la finestra del grafico. Con il | (4,0220615)

pulsante (voce Traccia) si attiva la traccia
di un punto sul grafico che permette di
spostare il cursore sul grafico e di mostrare le
coordinate del punto. Si osserva che 1’esito
piu probabile ¢ di indovinare 4 pronostici con

probabilita di circa 23%. BE 7 = e D

fig. 19
Utilizzando gli strumenti dell’applicazione Grafici e geometria ¢ possibile costruire un
cursore, cio€ un punto che scorre in un segmento a cui € associato un valore che varia tra due
estremi.

Costruzione di un cursore con valori in [0,1].
1) Si disegna un segmento AB e un punto P su 4AB.

2) Con lo strumento ¥ (voce Lunghezza) si misura la lunghezza di 4B e la distanza di 4 da
P.

3) Strumento (voce Testo): si inserisce la formula a/b per esprimere il rapporto AP/AB
che sara il valore del cursore in [0,1].

4) Strumento (voce Calcola). Si clicca sulla formula a/b: alla lettera a si associa la
distanza AP e alla lettera b la lunghezza AB. Spostando P su AB cambia il valore del cursore.
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49 cm 16.25 cm

2 0301538
b

Con lo strumento (voce Mostra/nascondi) si 1 B 3§ toveupssne = e~ [ var (L) oof g

possono nascondere gli oggetti che non interessano. g B @ e

Per memorizzare il valore del cursore in una

variabile, che si potra usare poi in altre applicazioni,

lo si seleziona ¢ si clicca sulla voce var del menu e
si conferma 1’opzione Memorizza. Nella casella che P
contiene il valore interessato si sostituisce a var un

nome di variabile: ad esempio p.

La variabile p va ora inserita nel foglio elettronico, nella casella della riga ¢, che definisce il
contenuto della colonna B. La formula ora diventa =toto('n, 'p). Le probabilita degli eventi
possibili sono in questo modo determinate dal valore di p collegato al cursore. Nella pagina
grafica si puo ora osservare come cambia il grafico delle probabilita degli eventi, quando
cambia la probabilita di ciascun pronostico, semplicemente spostando il cursore.

1% .ly

=seq(i,i,0,'n)|=toto('n,'p) _
0 7.73308e-10 n= . P P=OTO0EES
1| 4.04355e-8 I’
2| 9.75842e°7
3 000014
4 000145
5 001048
B 005619
7 022601
8 06818 |
9| 152354 e I —
10 24512 SE ;
11 .26889
12 180256
13 055771

I miei allievi hanno saputo rispondere alle domande seguenti usando il modello predisposto,
pur essendo di una classe prima e certamente non in grado di costruire autonomamente il
documento descritto.

Le domande sono:
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1. Qual ¢ I’esito piu probabile con 13 partite se ciascuna partita ha 2 risultati
possibili?

2. Quale deve essere la probabilita di indovinare ogni singolo pronostico per avere
almeno il 50% di probabilita di fare 13?

3. Qual ¢ la massima probabilita possibile di fare 12?

4. Una famiglia ha 5 figli. I casi possibili sono 5 maschi, 4 maschi e 1 femmina, ...
Quali sono le probabilita dei diversi casi possibili?

5. In una scuola le alunne sono il 76% degli iscritti. Presi a caso 10 alunni, qual ¢ la
probabilita che nel gruppo ci siano 5 femmine e 5 maschi?

3. Osservazioni finali
In conclusione, nell’esperienza condotta sono risultate particolarmente utili e apprezzate
anche dagli studenti, le seguenti possibilita di TI-Nspire:

scrivere in modo semplice funzioni che traducono formule risolutive di problemi;
utilizzare calcolo simbolico come verifica di esercizi, ma anche per formulare e
controllare congetture;

annotare e commentare nello stesso ambiente 1’attivita svolta;

utilizzare modelli costruiti in un ambiente che si sta imparando ad usare, sapendo che
nel seguito ne potranno analizzare e comprendere la costruzione.
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Coniche, leggi di Keplero e calcolo di aree

Isabella Soletta
IIID, Liceo Scientifico Fermi, Alghero

Abstract. Come si pud usare TI-Nspire™CAS in classe? Di seguito troverete la
descrizione di alcune esperienze e qualche riflessione su una sperimentazione condotta
in una terza Liceo Scientifico nell’anno scolastico 2006/07. Vengono presentati due
esempi: uno di geometria analitica (proprieta della parabola

1. Premessa

La sperimentazione ¢ stata fatta in una classe terza di un corso tradizionale del Liceo
Scientifico Fermi di Alghero. La classe era poco numerosa, composta da 16 studenti che non
avevano mai utilizzato calcolatrici grafico/simboliche né software per la geometria dinamica
o CAS. La classe era di livello medio-basso e numerosi studenti erano arrivati al triennio in
situazione di debito formativo. L’attivita aveva come scopo principale quello di cercare di
capire come 1’utilizzo dei palmari e del software TI-Nspire poteva contribuire al successo
formativo degli studenti e a motivarli maggiormente allo studio della matematica.

2. Attivita in classe

In classe sono stati usati prevalentemente i palmari. L’installazione del software nell’aula di
informatica non ¢ stata possibile a causa di un problema di configurazione della rete. Alcuni
dei ragazzi (molti non possiedono un computer) hanno installato il software a casa.

I ragazzi avevano la possibilita di portare i palmari a casa, anche se non tutti hanno voluto
sfruttare tale possibilita.

Avrei voluto provare il sistema TI-Nspire anche per il laboratorio di fisica, ma cio non ¢ stato
possibile. I sensori a disposizione sino a questo momento sono solo due (movimento e
temperatura). La raccolta dati ¢ preimpostata ¢ non & possibile variare i parametri di
acquisizione. Inoltre, nella versione del software a disposizione, non era possibile importare
dati da altri programmi. Con la nuova versione di TI-Nspire, ora installato correttamente
nell’aula di informatica, sara possibile effettuare, oltre a qualche acquisizione, anche
simulazioni ed elaborazioni di dati acquisiti con altri sistemi. In particolare sono gia state
predisposte alcune unita di acustica e termodinamica che verranno sperimentate nell’anno
scolastico in corso. E significativa la possibilita di creare in modo intuitivo delle simulazioni
e di poter costruire modelli matematici oltre che con usuali routine di modellizzazione
presenti in molti software per I’elaborazione dati anche sfruttando le possibilita dinamiche di
traslazione e deformazione offerte dall’ambiente Grafici e geometria.

Durante la sperimentazione ho utilizzato il sistema TI-Nspire per visualizzare la risoluzione
di alcuni problemi ma non per 1’analisi ¢ 1’elaborazione dati.

L’attivita in classe ¢ stata inizialmente di tipo addestrativo. Gli studenti hanno risposto con
disinvoltura agli aspetti piu tecnici e questa fase ¢ durata meno del previsto. Ho osservato
che i giovani, piu abituati di noi alla tastiera e agli schermi dei telefonini, acquisiscono
immediatamente la manualita necessaria per utilizzare il palmare.
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Di regola TI-Nspire ¢ stato utilizzato come supporto alla risoluzione dei problemi e si €
rivelato molto utile specialmente nella visualizzazione dei problemi con parametro: poter
variare dinamicamente le curve osservando la variazione della corrispondente funzione ha
aiutato molti degli studenti a capire meglio i quesiti proposti. Gli argomenti sui quali si ¢
lavorato sono quelli normalmente trattati in una terza liceo scientifico: le disequazioni
algebriche, le funzioni, la geometria analitica nel piano cartesiano, lo studio delle sezione
coniche. L’utilizzazione dell’ambiente Grafici e geometria ha fatto acquisire a tutti il
concetto di funzione; in precedenza molti degli studenti, anche nello studio delle coniche,
confondevano relazioni e funzioni. L’uso di TI-Nspire si ¢ rivelato molto utile anche nella
risoluzione e nella discussione delle disequazioni di vario tipo attraverso rappresentazione
grafica. In programma per il prossimo anno, anche in seguito agli stimoli ricevuti nella
riunione dei formatori ADT di settembre, 1’utilizzo del sistema per la visualizzazione e la
risoluzione di problemi di fisica.

Tra le attivita piu significative svolte durante la sperimentazione si segnala la costruzione
delle coniche come luogo geometrico, la verifica delle loro proprietd anche sul piano
cartesiano e I’anticipazione del concetto di integrale definito in relazione alla legge di
Keplero. Schemi e schede di lavoro su queste ed altre attivita sono state messe a disposizione
dei colleghi delle altre classi pilota attraverso ’ambiente Web TI-Nspire Italia.

Esempi di attivita svolte in classe
Esempio 1. Proprieta della parabola.

L’esercizio ¢ stato svolto in classe singolarmente da ogni studente utilizzando il palmare. Ha
richiesto una sola ora di lezione. La maggior parte degli studenti ha portato avanti il lavoro in
modo autonomo. Gli studenti hanno lavorato in piccoli gruppi che si sono creati in modo
spontaneo; hanno collaborato e si sono confrontati specialmente tra loro chiedendo 1’aiuto
dell’insegnante in pochissimi casi.

Parabole : fuoce ¢ direlirice

Obdettive: verificare che al variare del punto P su una parabala, la distanza FP ra il
punta F ed il fuace & uguale alla distanza Pd tra il punto P & la direttrice

fig. 1: consegna data ai ragazzi sul palmare
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Dalle verifiche successive ho potuto osservare che la proprieta era stata acquisita in modo
sicuro e che i ragazzi durante lo svolgimento degli esercizi applicavano le condizioni
relative a fuoco e direttrice in modo piu consapevole e disinvolto.

A
[0.2060497,0.64971
{0,0.25)
_.2
0.8997162 u 2[x]=x 0,05 ¥
08997162 u
0.1 i
127 al 226
13(x)=—0.25
-056
175
{0.6302269,03971§
{0,025)
]
0.647186 u 2{x]=x 0.25 u
7 0.647186 u
01 p
-1[27 0.1 226
3(x)=-0.25
~0:56
‘ )= B

fig. 2: esempio di svolgimento da parte di uno degli studenti.
Altri studenti hanno sfruttato meglio le possibilita del programma ed hanno creato delle
soluzioni maggiormente dinamiche, ma tutti sono arrivati almeno ad una costruzione di
questo tipo in cui hanno messo in evidenza che al variare del punto sulla parabola le distanze
PF e Pd cambiano ma si mantengono uguali tra loro.

Questo esercizio ¢ stato utile anche per rinforzare il concetto di luogo geometrico.
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Esempio 2. La legge delle aree di Keplero

KEPLER_GESETZE L’esercizio ¢ stato svolto in classe

qify singolarmente da ogni studente utilizzando il
Satelltenbahn:

palmare. Alcuni studenti sono stati in grado
di portarlo a termine durante le due ore di
lezione, altri hanno completato il lavoro a
casa. Anche in questo caso si ¢ favorita la
discussione e la cooperazione tra gli studenti
che hanno lavorato in piccoli gruppi.

La figura a lato ¢ stata utilizzata come
stimolo per la spiegazione della seconda
legge di Keplero e la presentazione
dell’esercizio.

fig. 3. 1a legge di Keplero

A questo punto del percorso didattico gli studenti hanno gia studiato le proprieta delle coni-
che. Sono in grado di rappresentare le coniche utilizzando le funzioni irrazionali, di utilizzare
i comandi pit comuni del programma, come il Trasporto di misura, i comandi Lunghezza e
Calcola. Hanno gia affrontato problemi di determinazione dell’area di poligoni anche
complessi. Non hanno ancora studiato le proprieta degli integrali. Questo esercizio ¢ stato
I’occasione per introdurre da un punto di vista operativo il calcolo delle aree attraverso
I’integrazione.

Lo scopo di questa attivita ¢ stato quello di rinforzare la conoscenza e la comprensione delle
due leggi e di introdurre il calcolo delle aree di figure complesse attraverso 1’uso
dell’integrale definito.

Tutti gli studenti hanno portato a termine 1’esercizio proposto ed hanno dimostrato, anche
con verifiche di altro tipo, di aver compreso ed assimilato il contenuto delle due leggi di

Keplero.

Di seguito sono riportate alcune schermate che illustrano il lavoro svolto dai ragazzi.
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La seconda legge di Keplero

In questo esercizio viene chiesto di visualizzare la seconda legge di heplero,
Questi i passi suggeriti, Devi:

— costruire un ellisse, scegliendo a tuo placere le misure dei semiassi orizzontali &
verticali

— individuare le due funzioni per tracciare 1'ellisse utilizzando l'editor di funzioni

- trovare la posizions di almeno uno del fucchi e determinare le sue coordinate
- scegliere sul grafico una coppla di punti In prossimitd dell'afelio

— tracciare | raggi vettori per guest due punti e determinare 'area compresa tra di ess
- ripetere la costruzione per due punti in prossimita del perielio

= muovere le copple di punti in modo che le aree siano circa uguali

— osservare come varia la lunghezza dell'arco che unisce i due punti

Conviene bloccare uno dei due punti della coppia, anche se non & indispensabile.

Obieifivi
In questo modo capiral meglio la prima e 1a seconda legge di leplero e 1 eserciterai nel
calcolo delle aree di figure geometriche complasse,

Rizorse
Well'attivitd 2 c'é una finestra di aiuto per il calcolo delle aree.

fig. 4: testo dell’esercizio

Istruzioni per calcolare lintegrale di una
( Jg funzione al variare dei suoi estremi.
X,

. traccia la funzione
10,1 2. scegli due puntl della funzione
3. manda le perpendicolari all'ass
orizzontale per quest due punti
4. trova le intersezioni tra gli assi e
queste perpendicolar]
5. attiva il comando integrale

seleziona prima la curva
5.21007 poi | due punti di intersezione con gli
353

(254232

(0.928979,0.863003 )

0.5
-3.31 | £.04

in guesto modo cambiando | due punt
della curva cambia anche il valore
dell'integrale

-3.31

Filx)) B

fig. 5: finestra di aiuto
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A (-473373,0.643962)
.5 . (7421489,1.0759)

c (1.0849,1¢
D (4402680

+ + PR + =+ P + + P =+ PR + + PR + =+ PR + + +

+ + PR + =+ P + + P =+ PR + + PR + =+ PR + + +

fig. 6: esercizio svolto da uno degli studenti
Altri esempi

Sono stati sviluppati, ma non ancora provati in classe, altri esempi relativi all’acustica che
fanno uso di dati acquisiti con un sistema RTL ed importati in ambiente TI-Nspire. Si tratta
di due moduli didattici: il primo sui suoni semplici e sul timbro della voce o di uno
strumento, il secondo sulla simulazione e sull’analisi dati del fenomeno dei battimenti.
Questi esempi sono stati presentati e discussi con altri colleghi insegnanti durante la scuola
estiva dell’AIF che si ¢ tenuta a Genova nel mese di settembre di quest’anno e verranno
proposti in una classe quarta liceo scientifico nel caso in cui si possa proseguire con la
sperimentazione.
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3. Osservazioni finali

L’uso del software ha senz’altro contribuito alla motivazione degli studenti che durante lo
scorso anno scolastico lo hanno utilizzato prevalentemente come supporto alla risoluzione di
problemi di tipo tradizionale. Il suo utilizzo ¢ stato particolarmente significativo durante gli
interventi di recupero. Per fare un salto qualitativo verso una didattica nuova e testare esempi
completamente nuovi che mettano in luce le reali possibilita di TI-Nspire™CAS di variare
I’approccio didattico occorrono tempi piu lunghi, un diverso uso dei libri di testo ed una
ridefinizione delle finalita dell’insegnamento della matematica che, pero, non puo essere
effettuata in modo isolato ed arbitrario e non pud prescindere, specialmente in un corso di
tipo tradizionale, dagli accordi presi nella programmazione parallela effettuata con i colleghi
degli altri corsi, dalla struttura concordata per le verifiche per il recupero del debito
formativo, dalla struttura, dai contenuti e dalle modalita di svolgimento degli esami di stato.
Credo che avere la possibilita di provare per tempi pit lunghi, per esempio nell’arco di un
triennio, questi strumenti per la didattica potrebbe portare a risultati piu significativi.

Una piccolissima nota negativa: la difficolta di scambio e di informazioni con le altri classi
pilota, anche se era disponibile un ambiente telematico di grande facilita d’uso con forum,
aree di download, aree blog. Una frequentazione piu assidua di questo spazio da parte di
docenti e studenti avrebbe favorito una crescita per tutti ed un ulteriore stimolo alla
sperimentazione per docenti e studenti.
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| progetti pilota europei: alcuni spunti di riflessione

Aurelia Orlandoni*, Roberto Ricci*

*Ricercatore presso I’Agenzia Nazionale per lo Sviluppo dell’Autonomia Scolastica

1. Premessa

Durante I’anno scolastico 2006-07 sono stati realizzati in diversi Paesi europei alcuni
progetti pilota sull’uso di TI-Nspire™CAS. Al termine del primo anno di sperimentazione ¢
stato somministrato ai docenti ed agli studenti un questionario per conoscere le loro opinioni
e valutazioni su TI-Nspire CAS.

La ricerca ¢ stata realizzata mediante la somministrazione di due questionari: uno per i
docenti ed uno per gli studenti. La differenziazione degli strumenti di indagine ha permesso
di indagare aspetti in parte diversi rispetto alle esigenze ed alle motivazione delle due
componenti coinvolte nel progetto.

L’obiettivo della ricerca ¢ stato quello di indagare la percezione degli studenti e dei
docenti del progetto di sperimentazione, per comprendere se gli insegnanti abbiano avvertito
I’esigenza di essere maggiormente supportati durante la sperimentazione, per valutare il
grado di difficolta di TI-Nspire CAS percepito sia dagli insegnanti sia dagli studenti, per
valutare se 1’introduzione di TI-Nspire CAS abbia comportato un vantaggio didattico e di
apprendimento e per conoscere il grado di soddisfazione dei docenti e degli studenti circa la
facilita d’uso di TI-Nspire CAS.

La tabella 1 riporta la distribuzione di frequenza degli insegnanti e degli studenti che
hanno partecipato ai progetti pilota secondo il Paese di appartenenza.

Docenti Studenti
Frequenza % Frequenza %

Francia 15 23,1 271 32,1
Germania 15 23,1 138 16,4
Italia 8 12,3 121 14,3

Danimarca 7 10,8 81 9,6

Svezia 7 \10,8 73 8,6

Austria 5 7,7 61 7,2

Norvegia 5 7,7 53 6,3

Svizzera 3 4,6 46 5,5
Totale 65 100,0 844 100,0

Tabella 1 Docenti e Studenti per nazionalita

La tabella 2 riporta invece la distribuzione di frequenza degli insegnanti secondo 1’eta dei
loro studenti.
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Eta degli studenti Frequenza %
<16 17 26,2
16-18 42 64,6
>18 6 9,2
Totale 65 100,0

Tabella 2 Docenti secondo 1’eta dei loro studenti

L’eta media degli studenti coinvolti della ricerca ¢ di 16 anni, anche se non mancano le
eccezioni di studenti di eta sensibilmente diverse.

E’ interessante notare che i tassi di risposta sono stati notevolmente superiori agli
standard noti in letteratura per ricerche di questo tipo, raggiungendo quasi il 98% per i
docenti e superando il 50% per gli studenti.

2. La valutazione dei docenti

La valutazione dei docenti sulle esperienze pilota ¢ stata, in generale, molto positiva, ma
alcuni aspetti particolari consentono di cogliere con maggiore chiarezza ed evidenza i punti
di forza emersi durante la fase sperimentale.

Quasi il 70% dei docenti intervistati dichiara che TI-Nspire CAS rende piu facile
formulare nuove strategie didattiche e che queste hanno aiutato gli studenti a comprendere
gli argomenti loro proposti. Oltre il 60% degli insegnanti nota che 1’introduzione di TI-
Nspire CAS ha comportato un miglioramento della motivazione degli allievi nello studio
della matematica che si ¢ tradotta anche in un guadagno nei tempi di apprendimento dei
concetti matematici.

I risultati dell’indagine rivolta agli insegnanti mostrano con tutta evidenza che 1’uso di
TI-Nspire CAS si ¢ dimostrato particolarmente efficace nel migliorare il coinvolgimento
degli studenti ed il mantenimento della loro attenzione sulle singole consegne, specie quando
si sono trovati a lavorare con TI-Nspire CAS suddivisi in piccoli gruppi.

Grazie all’uso di metodologie statistiche specifiche (Rasch Analysis) sono stati
individuati, sulla base delle risposte fornite dai docenti, gli aspetti di TI-Nspire CAS
considerati piu rilevanti e positivi.

In primo luogo, la possibilita di modificare simultaneamente equazioni, grafici e tabelle
collegati tra di loro ¢ stata ritenuta la caratteristica di TI-Nspire CAS piu importante ed
interessante. La notazione utilizzata da TI-Nspire CAS, ancor piu che le calcolatrici grafiche
CAS, facilita la comprensione del calcolo simbolico.
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Inoltre i docenti ritengono che la presenza sullo schermo nello stesso momento di un
ambiente grafico e di uno algebrico migliori I’efficacia dell’azione didattica dell’insegnante
poiché ¢ possibile trattare i diversi argomenti partendo da angolazioni differenti.

Questo ¢ in accordo con quanto messo in luce dalla ricerca in didattica della matematica
nell’ultimo decennio: 1’utilizzo di registri diversi (numerico, grafico, algebrico) e il
passaggio dall’uno all’altro all’interno di una stessa attivita favoriscono la comprensione e
I’apprendimento degli studenti.

La particolarita dell’ambiente TI-Nspire CAS favorisce, inoltre, la discussione ed il
confronto per individuare adeguate strategie risolutive e di rappresentazione dei problemi di
volta in volta affrontati. Inoltre i docenti osservano che in molti casi 1’'uso di TI-Nspire CAS
si traduce anche in una apprezzabile riduzione dei tempi di apprendimento della matematica
ed in un miglioramento nella padronanza dei concetti matematici appresi. I fatto poi che gli
studenti lavorino in piccoli gruppi potendosi muovere con facilita fra gli ambienti messi a
disposizione da TI-Nspire CAS favorisce la costruzione di congetture e la conseguente
ricerca di validazione/confutazione. In sostanza I’attenzione viene spostata dai calcoli ai
concetti. E abbastanza interessante osservare perd che, su quest’ultimo punto, vi sono
differenze non trascurabili fra i vari paesi: mentre 1’86% dei docenti francesi sottolinea
questo aspetto, solo il 13% dei docenti tedeschi lo menziona. Si ¢ indotti a pensare che
I’influenza delle modalita d’insegnamento e la tipologia di attivita proposte agli studenti
dagli insegnanti incida in modo non indifferente su questo aspetto.

Molti docenti ritengono che il tempo medio per acquisire confidenza con TI-Nspire CAS
sia piuttosto breve, sia per loro stessi (tre settimane) che per gli allievi (6 settimane). Inoltre
quasi la meta dei docenti intervistati, ma con punte di quasi 1’80% in Francia, ritiene che non
sia necessario un approccio sequenziale nell’apprendimento delle caratteristiche tecniche di
TI-Nspire CAS, ma che si possa procedere seguendo percorsi dettati dalle specifiche
esigenze. Cio significa che gli insegnanti che hanno partecipato ai progetti pilota non
ritengono che TI-Nspire CAS sia uno strumento difficile da imparare ad usare, almeno per i
suoi aspetti principali.

Un altro aspetto positivo emerso durante la fase di sperimentazione di TI-Nspire CAS ¢
certamente 1’adeguatezza dello strumento per un’opportuna introduzione delle tecnologie nel
processo di insegnamento/apprendimento.

Infine il giudizio positivo dei docenti ¢ confermato dal fatto che oltre 1’80% degli
intervistati si dichiara favorevole a consigliare TI-Nspire CAS ad altri docenti di matematica
e quasi il 90% dei docenti che hanno partecipato all’esperienza pilota desidererebbe
continuarla 1’anno successivo.

3. La valutazione degli studenti

Il questionario rivolto agli studenti ha messo in evidenza alcuni aspetti molto interessanti
e che permettono di comprendere quali siano gli elementi di TI-Nspire CAS che gli allievi
ritengono piu rilevanti.

Innanzitutto si osservi che la maggior parte degli studenti dichiara di usare TI-Nspire
CAS in classe 2-3 volte la settimana, anche se quasi il 60% ¢& abbastanza equamente
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distribuito fra i due estremi (1 e 4-5). Vi sono pero differenze fra i vari paesi, ad esempio gli
studenti svizzeri e quelli svedesi utilizzano TI-Nspire CAS in classe in prevalenza 4-5 volte
la settimana, dal alto opposto gli italiani e i tedeschi lo utilizzano in prevalenza una volta la
settimana, anche se le differenze non sono molto grandi.

Utilizzo di T1-Nspire CAS in classe Frequenza Percentuale
Una volta la settimana 213 25,2
2-3 volte la settimana 358 42.4
4 — 5 yolte la settimana 273 32,3
Totale 844 100,0

Tabella 3 — frequenza nell’utilizzo di TI-Nspire CAS in classe ¢ a casa

Vi sono anche differenze nell’utilizzo del software in alternativa al palmare, ma questo
dipende da scelte fatte a livello di progettazione iniziale. In pratica solo in Austria, Svizzera,
Svezia e Germania ¢ stata fatta una scelta netta del palmare, mentre negli altri paesi la
situazione ¢ piu variegata.

Mediante I’applicazione della Rasch Analysis ¢ stato possibile rilevare che anche per gli
studenti la disponibilita di un ambiente integrato in cui ¢ possibile tracciare grafici, effettuare
calcoli ed utilizzare un foglio elettronico favorisce la soluzione dei problemi di matematica
di volta in volta affrontati. Inoltre, questa caratteristica risulta essere molto importante per
comprendere le relazioni ed i legami tra i concetti matematici che vengono presentati.

Gli studenti ritengono molto importante la facilita con la quale TI-Nspire CAS permette
loro di verificare la correttezza delle ipotesi di risposta e la congruita delle stime formulate
durante il processo di apprendimento. Gli allievi valutano inoltre in modo positivo il fatto
che TI-Nspire CAS contenga tutti gli strumenti di calcolo che sono loro necessari per lo
studio della matematica. TI-Nspire CAS si rivela utile, inoltre, per risolvere i problemi piu
difficili, cosi come per comprendere meglio la relazione tra grafico ed equazione di una
curva.

Molto apprezzata risulta anche la possibilita di editare, salvare e rivedere le attivita
accompagnandole a una documentazione scritta attraverso il “notes”.

E interessante notare come gli studenti esprimono giudizi molto positivi sulle
caratteristiche tecniche di TI-Nspire CAS e, soprattutto, lo strumento non sia affatto
percepito come troppo complesso e di difficile uso.

4. Alcune riflessioni conclusive

La ricerca internazionale mette in luce un giudizio molto positivo su TI-Nspire CAS,
soprattutto su alcuni aspetti legati all’apprendimento della matematica.
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E’ interessante notare come sia i docenti sia gli studenti rimarchino 1’estrema utilita ed
importanza di avere a disposizione un ambiente integrato e di facile apprendimento nell’uso
e nelle sue caratteristiche principali.

Come sovente accade nelle ricerche internazionali, le specificita dovute ai contesti
generali e didattici dei diversi paesi svolgono un ruolo importante, mettendo in luce
particolarita e sfumature diverse.

E’ comunque interessante notare come in tutti i contesti culturali in cui sono stati condotti
i progetti pilota I’impatto di TI-Nspire CAS sull’apprendimento della matematica sia stato
giudicato positivamente, specie quando le esperienze di sperimentazione hanno consentito
agli studenti di lavorare per piccoli gruppi.
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